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广义黏性隐迭代序列的均衡问题和不动点问题
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摘　要：利用黏性逼近方法构造了一种新的非扩张映射广义隐迭代序列，在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间研究了此序列的均衡问
题与不动点问题，并在适当条件下证明了此序列强收敛于非扩张映射的不动点集和均衡问题解集的公共元。
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　　均衡理论和不动点理论是非线性分析的重要
组成部分。很多学者对非扩张映射的不动点问题

和均衡问题进行深入研究，建立更有效的迭代格式

以逼近非扩张映射不动点集和均衡问题解集的公

共元。近年来，许多学者不断从空间、迭代格式、证

明方法以及算子等方面对已有的结论进行了推广，

并取得了较好的研究结果，见文献［１７］及其相关
文献。

对于二元函数Ｇ：Ｃ×Ｃ→Ｒ，其均衡问题（以
ＥＰ表示）可定义为：寻找ｘ∈Ｃ，使得

Ｇ（ｘ，ｙ）≥０（ｙ∈Ｃ） （１）
将式（１）的解集记为ＥＰ（Ｇ），即

ＥＰ（Ｇ）＝｛ｘ∈Ｃ：Ｇ（ｘ，ｙ）≥０，ｙ∈Ｃ｝
给定映射Ｔ：Ｃ→Ｈ，对于所有的ｘ，ｙ∈Ｃ，设

Ｇ（ｘ，ｙ）＝〈Ｔｘ，ｙ－ｘ〉，则有ｚ∈ＥＰ（Ｇ）当且仅当
〈Ｔｚ，ｙ－ｚ〉≥０（ｙ∈ Ｃ），即 ｚ为变分不等式的
解。对于任意的 ｘ，ｙ∈ Ｃ，设 Ｇ（ｘ，ｙ）＝Ｔ（ｙ）－
Ｔ（ｘ），则有ｚ∈ ＥＰ（Ｇ）Ｔ（ｚ）＝ｉｎｆ

ｙ∈Ｃ
Ｔ（ｙ）（ｙ∈

Ｃ），即ｚ是最小值问题的解。因此，均衡问题（１）
涵盖了变分不等式问题、优化问题、最值问题以及

Ｎａｓｈ均衡问题，等等。
２０１５年，ＸＵ等［８］利用黏性逼近方法构造了非

扩张映射隐中点迭代序列：

ｘｎ＋１＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔ（
ｘｎ＋ｘｎ＋１
２ ），ｎ≥０

（２）
其中｛αｎ｝（０，１），ｆ是压缩映射，Ｔ是非扩张映
射，并在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中得到了强收敛定理。

同一年，ＫＥ等［９］提出了广义黏性隐迭代

序列：

ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔ［ｓｎｘｎ＋
（１－ｓｎ）ｘｎ＋１］，ｎ≥０ （３）

其中｛αｎ｝，｛ｓｎ｝（０，１），ｆ是压缩映射，Ｔ是非扩
张映射，并在某些条件下得到了该序列的强收敛

定理。

２０１８年，沈金良［１０］研究了如下非扩张映射 Ｔ
的隐中点迭代序列：给定ｘ１∈Ｃ，有

Ｇ（ｕｎ，ｙ）＋
１
ｒｎ
〈ｙ－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥０，ｙ∈Ｃ

ｘｎ＋１ ＝αｎｘｎ＋（１－αｎ）Ｔ（
ｕｎ＋ｘｎ＋１
２

{ ）

（４）
其中｛αｎ｝（０，１），｛ｒｎ｝（０，∞），并且在Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ空间中得到了该序列的弱收敛和强收敛定理。
２０２０年，沈金良等［１１］研究了如下非扩张映射

的隐中点黏性迭代序列：给定ｘ１∈Ｃ，有

Ｇ（ｕｎ，ｙ）＋
１
ｒｎ
〈ｙ－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥０，ｙ∈Ｃ

ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔ（
ｕｎ＋ｘｎ＋１
２

{ ）

（５）
并且在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中证明了序列｛ｘｎ｝和｛ｕｎ｝强
收敛于Ｆ（Ｔ）∩ＥＰ（Ｇ）中的某一个点ｚ，其中ｚ＝
ＰＦ（Ｔ）∩ＥＰ（Ｇ）ｆ（ｚ）。

受到上述成果的启发，本文针对非扩张映射的

不动点问题和均衡问题的公共解，利用黏性逼近技
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巧，在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中提出一种新的广义黏性隐迭
代序列，并且在某些条件下证明了该迭代序列的强

收敛性，所取得的成果推广了文献［１０］和［１１］的
结论。

１　预备知识
文中始终假设Ｈ是实 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是 Ｈ的

非空闭凸子集。序列｛ｘｎ｝弱收敛于ｘ记为ｘｎｘ，
以及｛ｘｎ｝强收敛于ｘ记为ｘｎ→ｘ。任取一点 ｘ∈
Ｈ，则必可在Ｃ中找到唯一的最近距离点 ＰＣ（ｘ），
使得

‖ｘ－ＰＣ（ｘ）‖≤‖ｘ－ｙ‖，ｙ∈Ｃ
称ＰＣ为Ｈ在Ｃ上的投影算子，则显然ＰＣ是非扩张
映射，而且对于ｘ∈Ｈ以及ｚ∈Ｃ，有

ｚ＝ＰＣ（ｘ）〈ｘ－ｚ，ｚ－ｙ〉≥０，ｙ∈Ｃ
为了求解均衡问题 ＥＰ（Ｇ），假设函数 Ｇ满足

以下４个条件：
（Ａ１）Ｇ（ｘ，ｘ）＝０，ｘ∈Ｃ；
（Ａ２）Ｇ是单调的，即Ｇ（ｘ，ｙ）＋Ｇ（ｙ，ｘ）≤０，

ｘ，ｙ∈Ｃ；
（Ａ３）对所有的ｘ，ｙ，ｚ∈Ｃ，有ｌｉｍ

ｔ→０
Ｇ（ｔｚ＋（１－

ｔ）ｘ，ｙ）≤Ｇ（ｘ，ｙ）；
（Ａ４）对任意的ｘ∈Ｃ，ｙ Ｇ（ｘ，ｙ）是凸的和

下半连续的。

定义１　设Ｃ是Ｈ的闭子集，Ｔ：Ｃ→Ｃ，ｆ：Ｃ→Ｃ是
两个映射。

（１）对于任意的ｘ，ｙ∈Ｃ，都有‖Ｔｘ－Ｔｙ‖≤
‖ｘ－ｙ‖，则称Ｔ是非扩张映射。

（２）对于 Ｃ中的序列 ｛ｘｎ｝，ｘｎｘ０∈ Ｈ和
Ｔｘｎ→０可以推导出Ｔｘ０ ＝０，则映射 Ｔ在０点是
半闭的。

（３）对于任意的 ｘ，ｙ∈ Ｃ，存在常数 α∈ ［０，
１），使得‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖≤α‖ｘ－ｙ‖，则称ｆ是
压缩映射。

引理１［１２］　设Ｃ是 Ｈ中的非空闭凸子集，Ｇ：Ｃ×
Ｃ→Ｒ满足（Ａ１）—（Ａ４）。设ｒ＞０，ｘ∈Ｈ，则存在

ｚ∈Ｃ满足Ｇ（ｚ，ｙ）＋１ｒ〈ｙ－ｚ，ｚ－ｘ〉≥０，ｙ∈Ｃ。

引理 ２［１２］　 设映射 Ｇ：Ｃ×Ｃ→ Ｒ满足（Ａ１）—
（Ａ４）。对ｒ＞０，ｘ∈Ｈ，定义映射Ｓｒ：Ｈ→Ｃ为

Ｓｒ（ｘ）＝｛ｚ∈Ｃ：Ｇ（ｚ，ｙ）＋
１
ｒ〈ｙ－ｚ，ｚ－ｘ〉≥

０，ｙ∈Ｃ｝，ｘ∈Ｈ
则有：

（１）Ｓｒ是单值的；

（２）Ｓｒ是稳定非扩张映射，即‖Ｓｒｘ－Ｓｒｙ‖
２≤

〈Ｓｒｘ－Ｓｒｙ，ｘ－ｙ〉，ｘ，ｙ∈Ｈ；
（３）Ｇ（Ｓｒ）＝ＥＰ（Ｇ）；
（４）ＥＰ（Ｇ）是非空闭凸的。

引理３［１３］　设 Ｃ是 Ｈ的非空闭凸子集，Ｔ：Ｃ→ Ｃ
是非扩张映射。如果 Ｔ有不动点，那么 Ｉ－Ｔ在０
点是半闭的（这里 Ｉ是 Ｈ中的恒等映射），即如果
Ｃ中的任意序列｛ｘｎ｝弱收敛于 ｘ∈ Ｃ且有序列
｛（Ｉ－Ｔ）ｘｎ｝强收敛到ｙ，则有（Ｉ－Ｔ）ｘ＝ｙ。
引理４［１４］　设 ｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝和 ｛ｃｎ｝是三个非负数
列，｛ｃｎ｝［０，１）并且满足以下条件：

ａｎ＋１≤（１－ｃｎ）ａｎ＋ｂｎ，ｎ∈Ｎ

∑
∞

ｎ＝１
ｃｎ ＝∞，∑

∞

ｎ＝１
ｂｎ ＜

{
∞

则 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝０。

引理５［１５］　设 ｛ａｎ｝是一个非负实数列，其满足
ａｎ＋１≤（１－βｎ）ａｎ＋βｎσｎ＋δｎ，ｎ≥０，其中｛βｎ｝

［０，１］，∑
∞

ｎ＝１
βｎ ＝∞，ｌｉｍｓｕｐｎ→∞

σｎ≤０，∑
∞

ｎ＝１
δｎ ＜∞。那

么 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝０。

２　主要结论
定理１　设Ｃ是Ｈ中的非空闭凸子集，Ｇ：Ｃ×Ｃ→
Ｒ是二元函数，满足（Ａ１）—（Ａ４）。ｆ：Ｃ→Ｃ是压缩
映射，Ｔ：Ｃ→ Ｃ是非扩张映射，Ω ＝Ｆ（Ｔ）∩
ＥＰ（Ｇ）非空。任意给定ｘ０∈Ｃ，｛ｘｎ｝和｛ｕｎ｝的定
义如下：

Ｇ（ｕｎ，ｙ）＋
１
ｒｎ
〈ｙ－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥０，ｙ∈Ｃ

ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔ［ｓｎｕｎ＋（１－ｓｎ）ｘｎ＋１
{

］

（６）
其中｛αｎ｝，｛ｓｎ｝（０，１），｛ｒｎ｝（０，∞），并且满
足以下条件：

（ⅰ）ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ ＝０；

（ⅱ）∑
∞

ｎ＝１
αｎ ＝∞；

（ⅲ）∑
∞

ｎ＝１
αｎ＋１－αｎ ＜∞；

（ⅳ）０＜ε≤ｓｎ ＜１（ｎ≥１）；

（ⅴ）∑
∞

ｎ＝１
ｓｎ＋１－ｓｎ ＜∞；

（ⅵ）ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

ｒｎ ＞０；

（ⅶ）∑
∞

ｎ＝１
ｒｎ＋１－ｒｎ ＜∞；
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则序列｛ｘｎ｝和 ｛ｕｎ｝强收敛于 ｚ∈ Ω，其中 ｚ＝
ＰΩｆ（ｚ）。
证明　下面分５步来证明定理１。
１）序列｛ｘｎ｝和｛ｕｎ｝有界。
任取ｑ∈Ω，由引理２可知ｕｎ ＝Ｓｒｎｘｎ，因此
‖ｕｎ－ｑ‖ ＝‖Ｓｒｎｘｎ－Ｓｒｎｑ‖≤‖ｘｎ－ｑ‖，

ｎ≥１ （７）
为了书写方便，令ｚｎ＝ｓｎｕｎ＋（１－ｓｎ）ｘｎ＋１，则

有ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔｚｎ。
因为Ｔ是非扩张映射，所以

‖ｘｎ＋１－ｑ‖ ＝‖αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔｚｎ－ｑ‖
≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖＋（１－αｎ）‖Ｔｚｎ－ｑ‖
≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｆ（ｑ）‖ ＋αｎ‖ｆ（ｑ）－
ｑ‖ ＋（１－αｎ）‖ｚｎ－ｑ‖

≤αｎα‖ｘｎ－ｑ‖ ＋αｎ‖ｆ（ｑ）－ｑ‖ ＋
（１－αｎ）ｓｎ‖ｕｎ－ｑ‖ ＋
（１－αｎ）（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｑ‖

（８）
对式（８）进行移项，结合式（７）整理得

‖ｘｎ＋１－ｑ‖≤
ααｎ＋（１－αｎ）ｓｎ
１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）

‖ｘｎ－ｑ‖ ＋

αｎ
１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）

‖ｆ（ｑ）－ｑ‖

＝［１－
（１－α）αｎ

１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）
］‖ｘｎ－ｑ‖＋

（１－α）αｎ
１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）

·
１
１－α‖

ｆ（ｑ）－ｑ‖

≤ｍａｘ｛‖ｘｎ－ｑ‖，
１
１－α‖

ｆ（ｑ）－ｑ‖｝

由递推公式可知

‖ｘｎ－ｑ‖≤ｍａｘ｛‖ｘ０－ｑ‖，
１
１－α‖

ｆ（ｑ）－

ｑ‖｝，ｎ≥０ （９）
所以｛ｘｎ｝是有界序列，同时 ｛ｕｎ｝，｛Ｔｘｎ｝，｛Ｔｕｎ｝，
｛Ｔｚｎ｝也都是有界的。
２）ｌｉｍ‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＝０和ｌｉｍｎ→∞‖ｕｎ＋１－ｕｎ‖ ＝０。

因为ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔｚｎ，所以
‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＝‖αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）Ｔｚｎ－αｎ－１ｆ（ｘｎ－１）－

（１－αｎ－１）Ｔｚｎ－１‖
＝‖αｎｆ（ｘｎ）－αｎｆ（ｘｎ－１）＋αｎｆ（ｘｎ－１）－
αｎ－１ｆ（ｘｎ－１）＋（１－αｎ）Ｔｚｎ‖ －
（１－αｎ）Ｔｚｎ－１＋（１－αｎ）Ｔｚｎ－１－
（１－αｎ－１）Ｔｚｎ－１‖

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｆ（ｘｎ－１）‖＋ αｎ－αｎ－１ ×

‖ｆ（ｘｎ－１）－Ｔｚｎ－１‖＋（１－αｎ）‖Ｔｚｎ－Ｔｚｎ－１‖
≤αｎα‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋ αｎ－αｎ－１ Ｋ＋
（１－αｎ）‖ｚｎ－ｚｎ－１‖

＝αｎα‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋ αｎ－αｎ－１ Ｋ＋
（１－αｎ）‖ｓｎｕｎ ＋（１－ｓｎ）ｘｎ＋１ －
ｓｎ－１ｕｎ－１－（１－ｓｎ－１）ｘｎ‖

＝αｎα‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋ αｎ－αｎ－１ Ｋ＋
（１－αｎ）‖ｓｎ（ｕｎ－ｕｎ－１）＋
（１－ｓｎ）（ｘｎ＋１－ｘｎ）＋
（ｓｎ－ｓｎ－１）（ｕｎ－１－ｘｎ）‖

≤αｎα‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋ αｎ－αｎ－１ Ｋ＋
（１－αｎ）ｓｎ‖ｕｎ－ｕｎ－１‖ ＋
（１－αｎ）（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋
（１－αｎ）ｓｎ－ｓｎ－１ ‖ｕｎ－１－ｘｎ‖

（１０）
其中，Ｋ＝ｓｕｐ｛‖ｆ（ｘｎ）－Ｔｚｎ‖：ｎ∈Ｎ｝。
由式（６）可得

Ｇ（ｕｎ＋１，ｙ）＋
１
ｒｎ＋１
〈ｙ－ｕｎ＋１，ｕｎ＋１－ｘｎ＋１〉≥０，

ｙ∈Ｃ （１１）

Ｇ（ｕｎ，ｙ）＋
１
ｒｎ
〈ｙ－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥０，ｙ∈Ｃ

（１２）
在式（１１）中取ｙ＝ｕｎ，则有

Ｇ（ｕｎ＋１，ｕｎ）＋
１
ｒｎ＋１
〈ｕｎ－ｕｎ＋１，ｕｎ＋１－ｘｎ＋１〉≥０

（１３）
在式（１２）中取ｙ＝ｕｎ＋１，则有

Ｇ（ｕｎ，ｕｎ＋１）＋
１
ｒｎ
〈ｕｎ＋１－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥０

（１４）
把式（１３）和式（１４）相加，再根据（Ａ２）进行整理
可得

〈ｕｎ＋１－ｕｎ，
ｕｎ－ｘｎ
ｒｎ

－
ｕｎ＋１－ｘｎ＋１
ｒｎ＋１

〉≥０

所以

〈ｕｎ＋１－ｕｎ，ｕｎ－ｕｎ＋１＋ｕｎ＋１－ｘｎ－
ｒｎ
ｒｎ＋１
（ｕｎ＋１－

ｘｎ＋１）〉≥０
因为ｌｉｍｉｎｆ

ｎ→∞
ｒｎ ＞０，所以必然存在实数ｂ＞０，使得

ｒｎ ＞ｂ（ｎ≥１）。因此有
‖ｕｎ＋１－ｕｎ‖

２≤〈ｕｎ＋１－ｕｎ，ｘｎ＋１－ｘｎ＋

（１－
ｒｎ
ｒｎ＋１
）（ｕｎ＋１－ｘｎ＋１）〉
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≤ ‖ｕｎ＋１ －ｕｎ‖（‖ｘｎ＋１ －ｘｎ‖ ＋

１－
ｒｎ
ｒｎ＋１
‖ｕｎ＋１－ｘｎ＋１‖）

＝‖ｕｎ＋１ －ｕｎ‖（‖ｘｎ＋１ －ｘｎ‖ ＋
１
ｒｎ＋１

ｒｎ＋１－ｒｎ ‖ｕｎ＋１－ｘｎ＋１‖）

≤ ‖ｕｎ＋１ －ｕｎ‖（‖ｘｎ＋１ －ｘｎ‖ ＋
１
ｂ ｒｎ＋１－ｒｎ ‖ｕｎ＋１－ｘｎ＋１‖）

（１５）
取Ｌ＝ｓｕｐ｛‖ｕｎ－ｘｎ‖：ｎ∈Ｎ｝，由式（１５）得

‖ｕｎ＋１－ｕｎ‖≤‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋
１
ｂ ｒｎ＋１－ｒｎ Ｌ

（１６）
因为 ｛ｘｎ｝和 ｛ｕｎ｝都是有界序列，所以

｛‖ｕｎ－１－ｘｎ‖｝也是有界的，因此存在实数 Ｍ ＞
０，使得

‖ｕｎ－１－ｘｎ‖≤Ｍ，ｎ≥１ （１７）
由式（１０）、（１６）和（１７）可得

‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖≤αｎα‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋ αｎ－αｎ－１ Ｋ＋
（１－αｎ）ｓｎ（‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋
１
ｂ ｒｎ－ｒｎ－１ Ｌ）＋（１－αｎ）

（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋
（１－αｎ）ｓｎ－ｓｎ－１ Ｍ

对上式进行移项整理得

‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖≤
αｎα＋（１－αｎ）ｓｎ
１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）

‖ｘｎ－ｘｎ－１‖＋

αｎ－αｎ－１Ｋ＋
１
ｂ ｒｎ－ｒｎ－１Ｌ＋ｓｎ－ｓｎ－１Ｍ

１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）

＝［１－
（１－α）αｎ

１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）
］‖ｘｎ－ｘｎ－１‖＋

αｎ－αｎ－１Ｋ＋
１
ｂ ｒｎ－ｒｎ－１Ｌ＋ｓｎ－ｓｎ－１Ｍ

１－（１－αｎ）（１－ｓｎ）

（１８）
因为０＜ε≤ｓｎ ＜１，所以必有０＜ε≤ｓｎ ＜１－
（１－αｎ）（１－ｓｎ）＜１。由式（１８）可得
‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖≤［１－（１－α）αｎ］‖ｘｎ－ｘｎ－１‖ ＋
１
ε
（αｎ－αｎ－１ Ｋ＋

１
ｂ ｒｎ－ｒｎ－１ Ｌ＋ ｓｎ－ｓｎ－１ Ｍ）

由条件（ⅱ）、（ⅲ）、（ⅴ）、（ⅶ）以及引理 ４可推
导出

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＝０ （１９）

再由式（１６）和‖ｒｎ＋１－ｒｎ‖→０（ｎ→∞）可得

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｕｎ＋１－ｕｎ‖ ＝０ （２０）

３）ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ－Ｔｘｎ‖ ＝０和ｌｉｍｎ→∞‖ｕｎ－Ｔｕｎ‖ ＝０。

任取ｑ∈Ω，由ｕｎ ＝Ｓｒｎｘｎ可知

‖ｕｎ－ｑ‖
２ ＝‖Ｓｒｎｘｎ－Ｓｒｎｑ‖

２

＝〈Ｓｒｎｘｎ－Ｓｒｎｑ，ｕｎ－ｑ〉
≤〈ｕｎ－ｑ，ｘｎ－ｑ〉

＝１２（‖ｕｎ－ｑ‖
２＋‖ｘｎ－ｑ‖

２－‖ｘｎ－ｕｎ‖
２）

即有

‖ｕｎ－ｑ‖
２≤‖ｘｎ－ｑ‖

２－‖ｘｎ－ｕｎ‖
２

（２１）
由式（２１）有
‖ｘｎ＋１－ｑ‖

２＝‖αｎ［ｆ（ｘｎ）－ｑ］＋（１－αｎ）［Ｔｚｎ－ｑ］‖
２

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖
２＋（１－αｎ）‖Ｔｚｎ－ｑ‖

２

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖
２＋（１－αｎ）ｓｎ‖ｕｎ－

ｑ‖２＋（１－αｎ）（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖
２＋（１－αｎ）ｓｎ‖ｘｎ－

ｑ‖２－（１－αｎ）ｓｎ‖ｘｎ－ｕｎ‖
２＋

（１－αｎ）（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２

上式移项整理得

（１－αｎ）ｓｎ‖ｘｎ－ｕｎ‖
２

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖
２＋（１－αｎ）ｓｎ‖ｘｎ－ｑ‖

２＋
［（１－αｎ）（１－ｓｎ）－１］‖ｘｎ＋１－ｑ‖

２

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖
２＋（１－αｎ）ｓｎ（‖ｘｎ－ｑ‖

２－
‖ｘｎ＋１－ｑ‖

２）－αｎ‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２

≤αｎ‖ｆ（ｘｎ）－ｑ‖
２＋（１－αｎ）ｓｎ‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ×

（‖ｘｎ－ｑ‖＋‖ｘｎ＋１－ｑ‖）－αｎ‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２

因为ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ ＝０，再由式（１９）可知

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ－ｕｎ‖ ＝０ （２２）

由条件（ⅰ）（ⅴ），式（１９）（２０）可得
‖ｘｎ－Ｔｚｎ‖≤‖ｘｎ－Ｔｚｎ－１‖ ＋‖Ｔｚｎ－１－Ｔｚｎ‖

≤αｎ－１‖ｆ（ｘｎ－１）－Ｔｚｎ－１‖＋‖ｚｎ－１－ｚｎ‖
≤αｎ－１‖ｆ（ｘｎ－１）－Ｔｚｎ－１‖ ＋
（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋
ｓｎ‖ｕｎ－ｕｎ－１‖ ＋ ｓｎ－ｓｎ－１ ×
‖ｕｎ－１－ｘｎ‖→０（ｎ→∞）（２３）

由式（１９）、（２２）和式（２３）得
‖ｕｎ－Ｔｕｎ‖≤‖ｕｎ－ｘｎ‖＋‖ｘｎ－Ｔｚｎ‖＋‖Ｔｚｎ－Ｔｕｎ‖

≤‖ｕｎ－ｘｎ‖ ＋‖ｘｎ－Ｔｚｎ‖ ＋
（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖＋（１－ｓｎ）‖ｘｎ－ｕｎ‖

＝（２－ｓｎ）‖ｕｎ－ｘｎ‖＋‖ｘｎ－Ｔｚｎ‖＋
１
２‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖→０（ｎ→∞）（２４）
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再由式（２２）和式（２４）得
‖ｘｎ－Ｔｘｎ‖≤‖ｘｎ－ｕｎ‖＋‖ｕｎ－Ｔｕｎ‖＋‖Ｔｕｎ－Ｔｘｎ‖

≤２‖ｘｎ－ｕｎ‖＋‖ｕｎ－Ｔｕｎ‖→０（ｎ→∞）
（２５）

４）ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ－ｚ〉≤ ０，其中 ｚ＝

ＰΩｆ（ｚ）。
由式（２２），可取｛ｕｎ｝的一个子列｛ｕｎｉ｝，使得
ｌｉｍｓｕｐ
ｉ→∞

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｕｎｉ－ｚ〉

＝ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｕｎ－ｚ〉

＝ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ－ｚ〉

因为｛ｕｎｉ｝有界，所以存在｛ｕｎｉ｝的一个子列｛ｕｎｉｊ｝

弱收敛于ｖ。不失一般性，直接假设ｕｎｉｖ。由‖ｕｎ－
Ｔｕｎ‖→０（ｎ→∞），可知Ｔｕｎｉｖ。下面证明ｖ∈Ω。
因为

Ｇ（ｕｎ，ｙ）＋
１
ｒｎ
〈ｙ－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥０，ｙ∈Ｃ

由（Ａ２）得 １ｒｎ
〈ｙ－ｕｎ，ｕｎ－ｘｎ〉≥Ｇ（ｙ，ｕｎ），所以有

〈ｙ－ｕｎｉ，
ｕｎｉ－ｘｎｉ
ｒｎｉ

〉≥Ｇ（ｙ，ｕｎｉ）。

再由
ｕｎｉ－ｘｎｉ
ｒｎｉ

→ ０和 ｕｎｉｖ，以及（Ａ４）证得

Ｇ（ｙ，ｖ）≤０，ｙ∈Ｃ。取ｔ∈（０，１］和ｙ∈Ｃ，令
ｙｔ＝ｔｙ＋（１－ｔ）ｖ。由于ｙ∈Ｃ及ｖ∈Ｃ，所以ｙｔ∈
Ｃ且Ｇ（ｙｔ，ｖ）≤０。由（Ａ１）和（Ａ４）可得０＝Ｇ（ｙｔ，
ｙｔ）＝ｔＧ（ｙｔ，ｙ）＋（１－ｔ）Ｇ（ｙｔ，ｖ）≤ｔＧ（ｙｔ，ｙ）。因
此０≤Ｇ（ｙｔ，ｙ）。由（Ａ３）得０≤Ｇ（ｖ，ｙ），ｙ∈Ｃ，
所以证得ｖ∈ＥＰ（Ｇ）。

下面证明ｖ∈Ｆ（Ｔ）。Ｔ是非扩张映射，由引理３
可知Ｉ－Ｔ在０点是半闭的。由前面的证明可知
‖ｕｎ－Ｔｕｎ‖→０和ｕｎｉｖ，所以ｖ∈Ｆ（Ｔ）。由此
证得ｖ∈Ω。因ｚ＝ＰΩｆ（ｚ），故可得

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ－ｚ〉

＝ｌｉｍｓｕｐ
ｉ→∞

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｕｎｉ－ｚ〉

＝〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｖ－ｚ〉≤０ （２６）
５）ｌｉｍ

ｎ→∞
‖ｘｎ－ｚ‖ ＝０和 ｌｉｍ

ｎ→∞
‖ｕｎ－ｚ‖ ＝０。

由范数和
!

积的性质可知

‖ｘｎ＋１－ｚ‖
２≤（１－αｎ）

２‖Ｔｚｎ－ｚ‖
２＋

２αｎ〈ｆ（ｘｎ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉
≤（１－αｎ）

２‖ｓｎｕｎ＋（１－ｓｎ）ｘｎ＋１－ｚ‖
２＋

２αｎ〈ｆ（ｘｎ）－ｆ（ｚ），ｘｎ＋１－ｚ〉＋
２αｎ〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉

≤（１－αｎ）
２ｓｎ‖ｕｎ－ｚ‖

２＋

（１－αｎ）
２（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｚ‖

２＋
２ααｎ‖ｘｎ－ｚ‖‖ｘｎ＋１－ｚ‖ ＋
２αｎ〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉

≤（１－αｎ）
２ｓｎ‖ｘｎ－ｚ‖

２＋
（１－αｎ）

２（１－ｓｎ）‖ｘｎ＋１－ｚ‖
２＋

ααｎ（‖ｘｎ－ｚ‖
２＋‖ｘｎ＋１－ｚ‖

２）＋
２αｎ〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉

因此

‖ｘｎ＋１－ｚ‖
２≤

（１－αｎ）
２ｓｎ＋ααｎ

１－（１－αｎ）
２（１－ｓｎ）－ααｎ

‖ｘｎ－ｚ‖
２＋

２αｎ〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉
１－（１－αｎ）

２（１－ｓｎ）－ααｎ

＝［１－
２αｎ（１－α）

αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）
２ｓｎ
］‖ｘｎ－ｚ‖

２＋

α２ｎ
αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）

２ｓｎ
‖ｘｎ－ｚ‖

２＋

２αｎ
αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）

２ｓｎ
〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉

＝［１－
２αｎ（１－α）

αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）
２ｓｎ
］‖ｘｎ－ｚ‖

２＋

２αｎ（１－α）
αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）

２ｓｎ
×

［
αｎ‖ｘｎ－ｚ‖

２

２（１－α）
＋ １１－α

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉］

＝［１－
２αｎ（１－α）

αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）
２ｓｎ
］‖ｘｎ－ｚ‖

２＋

２αｎ（１－α）
αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）

２ｓｎ
×

［
αｎ

２（１－α）
Ｉ＋ １
１－α

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉］

＝（１－βｎ）‖ｘｎ－ｚ‖
２＋βｎσｎ

其中

βｎ ＝
２αｎ（１－α）

αｎ（２－α－αｎ）＋（１－αｎ）
２ｓｎ

σｎ ＝
αｎ

２（１－α）
Ｉ＋ １
１－α

〈ｆ（ｚ）－ｚ，ｘｎ＋１－ｚ〉

Ｉ＝ｓｕｐ｛‖ｘｎ－ｚ‖
２：ｎ∈Ｎ｝

根据定理的条件可知，βｎ ＞
２αｎ（１－α）
（２－α）＋１

＝

２（１－α）
３－α αｎ

。由条件（ⅰ）、（ⅱ）以及式（２６）可得

∑
∞

ｎ＝１
βｎ ＝∞，ｌｉｍｓｕｐｎ→∞

σｎ≤ ０。再由引理 ５和式

（２４）得
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ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ－ｚ‖ ＝０ （２７）

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｕｎ－ｚ‖ ＝０　　　｀` （２８）

由上述证明过程可知，序列｛ｘｎ｝和｛ｕｎ｝强收
敛于ｚ∈Ω，同时ｚ也是变分不等式〈（Ｉ－ｆ）ｙ，ｘ－
ｙ〉≥０，ｘ∈Ω的唯一解，即ｚ＝ＰΩｆ（ｚ）。

注１　在定理１中，如果 ｓｎ≡
１
２，则式（６）转化为

式（５），即文献［１１］的主要结论。
注２　在定理１中，如果 ｆ≡ Ｉ（恒等映射），ｓｎ≡
１
２，则式（６）转化为式（４），可得文献［１０］的主要

结论。
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