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关于不定方程 ｘ２ －ｐｑｙ４ ＝１６的正整数解


管训贵，潘小明

（泰州学院 数理学院，江苏 泰州 ２２５３００）

摘　要：设ｐ，ｑ为奇素数，ｍ为大于１的整数，满足ｑ＝ｐ＋２ｍ。为了研究椭圆曲线ｙ２＝ｘ（ｘ＋εｐ）（ｘ＋εｑ）（ε∈
｛－１，１｝）的整数点，曾有不少学者对不定方程ｘ２－ｐｑｙ４＝２ｎ（ｎ∈Ｎ ）的正整数解产生兴趣。利用同余式、平
方剩余、Ｐｅｌｌ方程解的性质、递归序列，研究了不定方程Ｇ：ｘ２－ｐｑｙ４ ＝１６的正整数解问题，并给出（ｐ，ｑ）＝（５，
１１），（１１，１９）以及（５，１３）时，Ｇ的全部正整数解。
关键词：不定方程；奇素数；正整数解；同余式；平方剩余；递归序列
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　　设 ｐ，ｑ为奇素数，ｍ为大于 １的整数，满足
ｑ＝ｐ＋２ｍ。有一类典型的椭圆曲线是

ｙ２ ＝ｘ（ｘ＋εｐ）（ｘ＋εｑ），ε∈｛－１，１｝（１）
在确定式（１）的整数点时，曾分解出一种情形：

ｘ＝ｐｑａ２，ｘ＋εｐ＝２ｓｐｂ２

ｘ＋εｑ＝２ｓｑｃ２，ｙ＝±２ｓｐｑａｂｃ
此情形最终归结为讨论不定方程

（２ｓ＋１ｕ２－（２ｍ－１＋εｐ）ｖ２１）
２－ｐｑｖ４１＝２

ｓ＋２，０≤ｓ≤２
的正整数解。当 ｓ＝０，１时，此方程的讨论比较简
单；而ｓ＝２时，则较为复杂。基于上述考虑，本文
讨论不定方程

ｘ２－ｐｑｙ４ ＝１６，ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１，ｘ，ｙ∈Ｎ

（２）
的解。当然，式（２）也是不定方程的基本类型之
一［１３］。本文用初等方法对式（２）的解进行了探
究，获得以下一般性的结果。

１　主要结论
定理　设 ｐ，ｑ为奇素数，ｍ为大于 １的整数，且
ｑ＝ｐ＋２ｍ。若不定方程

Ｘ２－ｐｑＹ２ ＝１６，ｇｃｄ（Ｘ，Ｙ）＝１，Ｘ，Ｙ∈Ｎ

的解仅有２个非结合类，而ｕｎ＋ｖｎ槡ｐｑ为Ｐｅｌｌ方程
Ｕ２－ｐｑＶ２ ＝１的非负整数解，适合

ｕ１≡３（ｍｏｄ４），ｖ１≡２（ｍｏｄ４）
或

ｕ１３（ｍｏｄ８），ｖ１≡４（ｍｏｄ８）
或

ｕ１７（ｍｏｄ８），ｖ１≡０（ｍｏｄ８）
则式（２）的解必满足

ｙ２ ＝ｕｎ＋（ｐ＋２
ｍ－１）ｖｎ，ｎ≥０

根据定理直接可得：

推论１　不定方程
ｘ２－３３ｙ４ ＝１６，ｘ，ｙ∈Ｎ （３）

仅有解（ｘ，ｙ）＝（７，１）和（９２，４）。
推论２　不定方程

ｘ２－２０９ｙ４ ＝１６，ｘ，ｙ∈Ｎ （４）
仅有解（ｘ，ｙ）＝（１５，１）。
推论３　不定方程

ｘ２－６５ｙ４ ＝１６，ｘ，ｙ∈Ｎ （５）
仅有解（ｘ，ｙ）＝（９，１）和（５１６，８）。

２　一些引理
引理１［４］　设Ｄ＞０且不是平方数，Ｘ１＋Ｙ１槡Ｄ是

不定方程

Ｘ２－ＤＹ２ ＝Ｍ，Ｍ∈Ｎ （６）

的某结合类ｋ的最小正整数解，ｕ１＋ｖ１槡Ｄ是 Ｐｅｌｌ
方程Ｕ２－ＤＶ２ ＝１的基本解，则

０＜Ｙ１≤
ｖ１槡Ｍ
２（ｕ１＋１槡 ）
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引理２［４］　不定方程（６）的整数解仅有有限个结合

类。设Ｘ１＋Ｙ１槡Ｄ是类ｋ的最小正整数解，则类ｋ
的一切整数解可表示为

槡Ｘ＋Ｙ Ｄ＝±（Ｘ１＋Ｙ１槡Ｄ）（ｕ１＋ｖ１槡Ｄ）
ｎ

这里，ｕ１＋ｖ１槡Ｄ是Ｐｅｌｌ方程Ｕ
２－ＤＶ２＝１的基本

解，ｎ∈Ｚ。

引理３［４］　设 Ｄ＞０且不是平方数， 槡ａ＋ｂ Ｄ是

Ｐｅｌｌ方程Ｕ２－ＤＶ２＝１的基本解，ｕｎ＋ｖｎ槡Ｄ为其
任一整数解，则有

（ⅰ）ｕｎ＋２ ＝２ａｕｎ＋１－ｕｎ，ｕ０ ＝１，ｕ１ ＝ａ；ｖｎ＋２
＝２ａｖｎ＋１－ｖｎ，ｖ０ ＝０，ｖ１ ＝ｂ。
（ⅱ）ｕ２ｎ ＝ｕ

２
ｎ＋Ｄｖ

２
ｎ ＝２ｕ

２
ｎ－１＝２Ｄｖ

２
ｎ＋１，

ｖ２ｎ ＝２ｕｎｖｎ。
（ⅲ）ｕ－ｎ ＝ｕｎ，ｖ－ｎ ＝－ｖｎ。
（ⅳ）ｕ３ｎ ＝ｕｎ（４ｕ

２
ｎ－３），ｖ３ｎ ＝ｖｎ（４ｕ

２
ｎ－１）。

（ⅴ）ｕｎ＋２ｋｍ≡ （－１）
ｋｕｎ（ｍｏｄｕｍ）；ｖｎ＋２ｋｍ≡

（－１）ｋｖｎ（ｍｏｄｕｍ）。
引理４［５］　设Ｄ＞０且不是平方数，则不定方程

ｘ２－Ｄｙ４ ＝１ （７）
至多有两组正整数解（ｘ，ｙ）。若式（７）恰有两组正
整数解，则当 Ｄ≠ １７８５，２８５６０时，（ｘ１，ｙ１）＝

（ｕ１， ｖ槡１）且（ｘ２，ｙ２）＝（ｕ２， ｖ槡２），这里，（ｕｎ，ｖｎ）
是Ｐｅｌｌ方程ｕ２－Ｄｖ２＝１的正整数解。若式（７）仅
有一组正整数解（ｘ，ｙ）且正整数ｎ适合（ｘ，ｙ２）＝
（ｕｎ，ｖｎ），则当ｎ是偶数时，必有ｎ＝２；当ｎ是奇数
时，必有ｎ＝１或ｐ，这里，ｐ是适合ｐ≡３（ｍｏｄ４）
的素数。

由引理４即得引理５。
引理５　不定方程ｘ２－３３ｙ４＝１仅有正整数解（ｘ，
ｙ）＝（２３，２）。
证明　因为３３≠１７８５，２８５６０，且ｖ２＝２

３×２３为非
平方数，故由引理４知，该不定方程至多有一组正
整数解。又由 ２３２ －３３×２４ ＝１知结论成立。
证毕。

类似可证引理６。
引理６　不定方程ｘ２－６５ｙ４＝１仅有正整数解（ｘ，
ｙ）＝（１２９，４）。
引理７［６］　设ｐ，ｑ为不同的奇素数，若ｐ≡３（ｍｏｄ４），
ｑ≡３（ｍｏｄ４），则不定方程ｘ４－ｐｑｙ２＝１没有正整
数解（ｘ，ｙ）。
引理８［７］　设整数ａ＞１，则不定方程

ａｘ２－Ｄｙ４ ＝１ （８）

至多有１组正整数解。若 （ｘ，ｙ）是式（８）的正整
数解，则不定方程ａＵ２－ＤＶ２＝１有正整数解，它的
基本解（ｕ１，ｖ１）中ｖ１的无平方因子部分ｌ是奇数，

而且（ｘ，ｙ）＝（ｕｌ，ｖ槡ｌ）。

引理９　不定方程
ｘ２－８３６ｙ４ ＝１ （９）

无正整数解（ｘ，ｙ）。
证明　设（ｘ，ｙ）是式（９）的任一正整数解。由２ｘ
知，ｇｃｄ（ｘ＋１，ｘ－１）＝２，故有

ｘ＋１＝４１８ｒ４，ｘ－１＝２ｓ４ （１０）
或

ｘ＋１＝２ｓ４，ｘ－１＝４１８ｒ４ （１１）
或

ｘ＋１＝３８ｒ４，ｘ－１＝２２ｓ４ （１２）
或

ｘ＋１＝２２ｓ４，ｘ－１＝３８ｒ４ （１３）
这里，ｓ，ｒ∈Ｎ，ｇｃｄ（ｓ，ｒ）＝１，ｙ＝ｒｓ。

若式（１０）成立，则得 ｓ４－２０９ｒ４ ＝－１。取模
１１，有ｓ４≡－１（ｍｏｄ１１），不可能。

若式（１１）成立，则得 ｓ４ －２０９ｒ４ ＝１。由于
１１≡３（ｍｏｄ４），１９≡３（ｍｏｄ４），故由引理７知，
不可能。

若式（１２）成立，则得１１ｓ４－１９ｒ４ ＝－１。取模

１１得１９ｒ４≡１（ｍｏｄ１１）。但（１９１１）＝－１，不可能。

若式（１３）成立，则得
１１ｓ４－１９ｒ４ ＝１ （１４）

易知１１Ｕ２－１９Ｖ２＝１的最小正整数解为（ｕ１，ｖ１）＝
（４６，３５）。根据引理８，要使式（１４）有正整数解，必

须（ｓ２，ｔ）＝（ｕ３５， ｖ槡３５）。因为

ｕｎ槡１１＋ｖｎ槡１９

＝（ 槡４６ １１＋ 槡３５ １９）（４６５５１＋ 槡３２２０ ２０９）ｎ

＝（ 槡４６ １１＋ 槡３５ １９）（ｘｎ＋ｙｎ槡２０９）

这里，ｎ≥０，４６５５１＋ 槡３２２０ ２０９是Ｐｅｌｌ方程ｘ２－
２０９ｙ２ ＝１的基本解，所以

ｖｎ ＝３５ｘｎ＋５０６ｙｎ （１５）
并且有序列：

ｘｎ＋２ ＝９３１０２ｘｎ＋１－ｘｎ，ｘ０ ＝１，ｘ１ ＝４６５５１
ｙｎ＋２ ＝９３１０２ｙｎ＋１－ｙｎ，ｙ０ ＝０，ｙ１ ＝３２２０

（１６）
利用式（１６）对式（１５）取模８，得 ｖ３５≡５（ｍｏｄ８），
即ｖ３５不是完全平方数。因此，式（１４）无正整数
解。证毕。
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引理１０　不定方程
ｘ２－２０９ｙ４ ＝１ （１７）

无正整数解（ｘ，ｙ）。
证明　设（ｘ，ｙ）是式（１７）的任一正整数解。若２
ｙ，则对式（１７）取模８，得ｘ２≡２（ｍｏｄ８），不可能，
故２ｙ，从而２ ｘ。此时ｇｃｄ（ｘ－１，ｘ＋１）＝２，故

有

ｘ＋１＝１６７２ｒ４，ｘ－１＝２ｓ４ （１８）
或

ｘ＋１＝２ｓ４，ｘ－１＝１６７２ｒ４ （１９）
或

ｘ＋１＝４１８ｒ４，ｘ－１＝８ｓ４ （２０）
或

ｘ＋１＝８ｓ４，ｘ－１＝４１８ｒ４ （２１）
或

ｘ＋１＝１５２ｒ４，ｘ－１＝２２ｓ４ （２２）
或

ｘ＋１＝２２ｓ４，ｘ－１＝１５２ｒ４ （２３）
或

ｘ＋１＝８８ｒ４，ｘ－１＝３８ｓ４ （２４）
或

ｘ＋１＝３８ｓ４，ｘ－１＝８８ｒ４ （２５）
这里，ｓ，ｒ∈Ｎ，ｇｃｄ（ｓ，ｒ）＝１，ｙ＝２ｒｓ。

若式（１８）成立，则得 ｓ４－８３６ｒ４ ＝－１。取模
１１，有ｓ４≡－１（ｍｏｄ１１），不可能。

若式（１９）成立，则得ｓ４－８３６ｒ４＝１。根据引理
９知，不可能。

若式（２０）成立，则得４ｓ４－２０９ｒ４ ＝－１。取模
１１，有４ｓ４≡－１（ｍｏｄ１１），不可能。

若式（２１）成立，则得４ｓ４－２０９ｒ４ ＝１。取模４，
有ｒ４≡－１（ｍｏｄ４），不可能。

若式（２２）成立，则得１１ｓ４－７６ｒ４ ＝－１。取模

１９，有 （１１ｓ２）２≡－１１（ｍｏｄ１９），但 （－１１１９） ＝

（
８
１９）＝（

２
１９）＝－１，不可能。

若式（２３）成立，则得１１ｓ４－７６ｒ４ ＝１。取模４，
有ｓ４≡－１（ｍｏｄ４），不可能。

若式（２４）成立，则得１９ｓ４－４４ｒ４ ＝－１。取模

１９，有（２２ｒ２）２≡－１１（ｍｏｄ１９），但（－１１１９）＝－１，

不可能。

若式（２５）成立，则得１９ｓ４－４４ｒ４ ＝１。取模４，
有ｓ４≡－１（ｍｏｄ４），不可能。

因此，式（１７）无正整数解。证毕。

３　定理的证明
因为（ｐ＋２ｍ－１）２－ｐ（ｐ＋２ｍ）·１２＝１６，且不

定方程

Ｘ２－ｐｑＹ２ ＝１６，ｇｃｄ（Ｘ，Ｙ）＝１，Ｘ，Ｙ∈Ｎ

（２６）
仅有２个非结合类的解，所以根据引理２，式（２６）
的一般解可表示为

槡Ｘ＋Ｙ ｐｑ＝±（ｐ＋２ｍ－１ 槡＋ ｐｑ）（ｕｎ＋ｖｎ槡ｐｑ）

＝±（ｐ＋２ｍ－１ 槡＋ ｐｑ）（ 槡ａ＋ｂ ｐｑ）ｎ

或

槡Ｘ＋Ｙ ｐｑ＝±（－ｐ－２ｍ－１ 槡＋ ｐｑ）（ｕｎ＋ｖｎ槡ｐｑ）

＝±（－ｐ－２ｍ－１ 槡＋ ｐｑ）（ 槡ａ＋ｂ ｐｑ）ｎ

这里，ｎ∈Ｚ，ｐ＋２ｍ－１ 槡＋ ｐｑ为方程Ｘ２－ｐｑＹ２＝１６的

最小正整数解， 槡ａ＋ｂ ｐｑ为Ｐｅｌｌ方程Ｕ２－ｐｑＶ２＝１
的基本解。

若式（２）有解，必有ｎ，使得
ｙ２ ＝±（ｕｎ＋（ｐ＋２

ｍ－１）ｖｎ）
或

ｙ２ ＝±（ｕｎ－（ｐ＋２
ｍ－１）ｖｎ）

＝±（ｕ－ｎ＋（ｐ＋２
ｍ－１）ｖ－ｎ）

当ｎ≥０时，ｕｎ＋（ｐ＋２
ｍ－１）ｖｎ ＞０；当ｎ＜０时，

ｕｎ＋（ｐ＋２
ｍ－１）ｖｎ ＜０。因此可归结为：

ｙ２ ＝ｕｎ＋（ｐ＋２
ｍ－１）ｖｎ，ｎ≥０ （２７）

或

ｙ２ ＝－ｕｎ＋（ｐ＋２
ｍ－１）ｖｎ，ｎ＞０ （２８）

由引理３的（ⅰ）知：
ｕｎ＋２ ＝２ａｕｎ＋１－ｕｎ，ｕ０ ＝１，ｕ１ ＝ａ （２９）
ｖｎ＋２ ＝２ａｖｎ＋１－ｖｎ，ｖ０ ＝０，ｖ１ ＝ｂ （３０）
当 ｕ１≡ ３（ｍｏｄ４），ｖ１ ≡ ２（ｍｏｄ４）时，对

式（２９）取模４，得剩余序列的周期为２：１，３，…；对
式（３０）取模４，得剩余序列的周期为２：０，２，…。
此时，式（２８）成为ｙ２≡３（ｍｏｄ４），不可能。

当 ｕ１≡ １（ｍｏｄ８），ｖ１ ≡ ４（ｍｏｄ８）时，对
式（２９）取模８，得剩余序列的周期为１：１，１，…；对
式（３０）取模８，得剩余序列的周期为２：０，４，…。
此时，式（２８）成为ｙ２≡７，３（ｍｏｄ８），不可能。

当 ｕ１≡ ５（ｍｏｄ８），ｖ１ ≡ ４（ｍｏｄ８）时，对
式（２９）取模８，得剩余序列的周期为２：１，５，…；对
式（３０）取模８，得剩余序列的周期为２：０，４，…。
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此时式（２８）成为ｙ２≡７（ｍｏｄ８），不可能。
当ｕ１≡ ７（ｍｏｄ８），ｖ１≡ ４（ｍｏｄ８）时，对式

（２９）取模８，得剩余序列的周期为２：１，７，…；对式
（３０）取模８，得剩余序列的周期为２：０，４，…。此
时，式（２８）成为ｙ２≡７，５（ｍｏｄ８），不可能。

当ｕ１７（ｍｏｄ８），ｖ１≡０（ｍｏｄ８）时，式（２８）
成为ｙ２≡３，５，７（ｍｏｄ８），也不可能。

证毕。

４　推论的证明
先证推论１。若２ｙ，则有４ｘ。令 ｘ＝４ｘ１，

ｙ＝２ｙ１，则式（３）可化为
ｘ２１－３３ｙ

４
１ ＝１ （３１）

根据引理５，式（３１）给出ｘ１＝２３，ｙ１＝２。此时可得
式（３）的解为（ｘ，ｙ）＝（９２，４）。

若２ｙ，则ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１。因为２３＋ 槡４ ３３为
Ｐｅｌｌ方程Ｕ２－３３Ｖ２ ＝１的基本解，根据引理１，方

程 Ｘ２－３３Ｙ２＝１６的最小正整数解Ｘ１＋Ｙ１槡３３中

Ｙ１满足０＜Ｙ１≤ 槡４ １６
２×槡 ２４

＜２．４。经计算，仅有

Ｘ１ ＝７，Ｙ１ ＝１，故该方程的解仅有２个非结合类。
又２３≡７（ｍｏｄ８），４≡４（ｍｏｄ８），ｐ＝３，ｍ＝３，所
以由定理知，式（３）适合ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１的解必满足

ｙ２ ＝ｕｎ＋７ｖｎ，ｎ≥０ （３２）
根据引理３，有

ｕｎ＋２ ＝４６ｕｎ＋１－ｕｎ，ｕ０ ＝１，ｕ１ ＝２３ （３３）
ｖｎ＋２ ＝４６ｖｎ＋１－ｖｎ，ｖ０ ＝０，ｖ１ ＝４ （３４）
ｕ２ｎ ＝ｕ

２
ｎ＋３３ｖ

２
ｎ ＝２ｕ

２
ｎ－１＝６６ｖ

２
ｎ＋１

ｖ２ｎ ＝２ｕｎｖｎ （３５）
ｕ３ｎ ＝ｕｎ（ｕ

２
ｎ＋９９ｖ

２
ｎ） （３６）

ｕ－ｎ ＝ｕｎ，ｖ－ｎ ＝－ｖｎ （３７）
ｕｎ＋２ｋｍ≡（－１）

ｋｕｎ（ｍｏｄｕｍ）
ｖｎ＋２ｋｍ≡（－１）

ｋｖｎ（ｍｏｄｕｍ） （３８）
约定：下文中“Ｔ”表示取模所得剩余序列的

周期。

利用式（３３）和式（３４），对式（３２）取模１５１，得
Ｔ＝８，且当 ｎ≡ １，４，６，７（ｍｏｄ８）时，ｙ２≡ ５１，
１５０，７１，１４６（ｍｏｄ１５１）均为模１５１的平方非剩余，
故排除，剩ｎ≡０，２，３，５（ｍｏｄ８）。

对式（３２）取模７，得Ｔ＝８，且当ｎ≡３，５（ｍｏｄ８）
时，ｙ２≡５（ｍｏｄ７）为模７的平方非剩余，故排除，
剩 ｎ≡ ０，２（ｍｏｄ８），即 ｎ≡ ０，２，８，１０，１６，１８
（ｍｏｄ２４）。

对式（３２）取模４３３，得Ｔ＝２４，且当ｎ≡２，８，

１０（ｍｏｄ２４）时，ｙ２≡１８０，３４４，２３１（ｍｏｄ４３３）均为
模 ４３３的平方非剩余，故排除，剩 ｎ≡ ０，１６，
１８（ｍｏｄ２４）。

对式（３２）取模１１５３，得Ｔ＝４８，且当ｎ≡１６，
４０（ｍｏｄ４８）时，ｙ２≡９６４，１８９（ｍｏｄ１１５３）均为模
１１５３的平方非剩余，故排除 ｎ≡１６（ｍｏｄ２４），剩
ｎ≡０，１８（ｍｏｄ２４），故ｎ≡０（ｍｏｄ６）。

若ｎ≠０，可设ｎ＝２×３ｔ（３ｋ±１）（ｔ≥１），
并取ｍ＝３ｔ，则ｍ≡３（ｍｏｄ６）。

利用式（３７）和式（３８），可将式（３２）化为
ｙ２≡±（ｕ±２ｍ ＋７ｖ±２ｍ）
≡±（ｕ２ｍ ±７ｖ２ｍ）（ｍｏｄｕ３ｍ）

由式（３６）知，ｕ３ｍ ＝ｕｍ（ｕ
２
ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ），故有

ｙ２≡±（ｕ２ｍ ±７ｖ２ｍ）（ｍｏｄｕ
２
ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ） （３９）

考虑到ｕ２ｍ＋９９ｖ
２
ｍ≡１（ｍｏｄ８），ｕｍ≡１（ｍｏｄ１１），

且当 ｍ≡ ３（ｍｏｄ６）时，ｕｍ≡ ２（ｍｏｄ３），７ｕｍ ±
３３ｖｍ≡１（ｍｏｄ４），７ｕｍ±３３ｖｍ≡３（ｍｏｄ５），故由式
（３９）结合式（３５）可得

１＝（ ｙ２

ｕ２ｍ ＋９９ｖ
２
ｍ
）＝（

±（ｕ２ｍ ±７ｖ２ｍ）
ｕ２ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ
）

＝（
ｕ２ｍ ±７ｖ２ｍ
ｕ２ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ
）＝（

ｕ２ｍ ＋３３ｖ
２
ｍ ±１４ｕｍｖｍ

ｕ２ｍ ＋９９ｖ
２
ｍ

）

＝（
－６６ｖ２ｍ ±１４ｕｍｖｍ
ｕ２ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ
）

＝（
±２ｖｍ

ｕ２ｍ ＋９９ｖ
２
ｍ
）（
７ｕｍ３３ｖｍ
ｕ２ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ
）

＝（
ｕ２ｍ ＋９９ｖ

２
ｍ

７ｕｍ３３ｖｍ
）＝（

４９ｕ２ｍ ＋４８５１ｖ
２
ｍ

７ｕｍ３３ｖｍ
）

＝（
５９４０ｖ２ｍ

７ｕｍ３３ｖｍ
）＝（

２２×３３×５×１１ｖ２ｍ
７ｕｍ３３ｖｍ

）

＝（ ３
７ｕｍ３３ｖｍ

）（
５

７ｕｍ３３ｖｍ
）（

１１
７ｕｍ３３ｖｍ

）

＝（
７ｕｍ３３ｖｍ

３ ）（
７ｕｍ３３ｖｍ

５ ）（
７ｕｍ３３ｖｍ
１１ ）

＝（７３）（
２
３）（

３
５）（

７
１１）＝－１

矛盾。因此ｎ＝０。代入式（３２），得ｙ＝１。此时可
得式（３）的解（ｘ，ｙ）＝（７，１）。

综上，方程（３）仅有解 （ｘ，ｙ）＝（７，１）和
（９２，４）。证毕。

再证推论２。若２ｙ，则有４ｘ。令 ｘ＝４ｘ１，
ｙ＝２ｙ１，则式（４）可化为

ｘ２１－２０９ｙ
４
１ ＝１ （４０）

根据引理 １０，式（４０）无正整数解，故此时式（４）
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无解。

若２ｙ，则ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１。因为４６５５１＋３２２０×

槡２０９为Ｐｅｌｌ方程Ｕ
２－２０９Ｖ２ ＝１的基本解，根据

引理１，方程Ｘ２－２０９Ｙ２＝１６的最小正整数解Ｘ１＋

Ｙ１槡３３中Ｙ１满足０＜Ｙ１≤ 槡３２２０ １６
２×槡 ４６５５２

＜４２．３。

经计算，仅有Ｘ１ ＝１５，Ｙ１ ＝１，故该方程的解仅有
２个非结合类。又 ４６５５１≡ ７（ｍｏｄ８），３２２０≡
４（ｍｏｄ８），ｐ＝１１，ｍ＝３，所以由定理知，式（４）适
合ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１的解必满足

ｙ２ ＝ｕｎ＋１５ｖｎ，ｎ≥０ （４１）
根据引理３，有

ｕｎ＋２ ＝９３１０２ｕｎ＋１－ｕｎ，ｕ０ ＝１，ｕ１ ＝４６５５１

（４２）
ｖｎ＋２ ＝９３１０２ｖｎ＋１－ｖｎ，ｖ０ ＝０，ｖ１ ＝３２２０

（４３）
ｕ２ｎ ＝ｕ

２
ｎ＋２０９ｖ

２
ｎ ＝２ｕ

２
ｎ－１＝４１８ｖ

２
ｎ＋１

ｖ２ｎ ＝２ｕｎｖｎ （４４）
ｕｎ＋２ｋｍ≡（－１）

ｋｕｎ（ｍｏｄｕｍ）
ｖｎ＋２ｋｍ≡（－１）

ｋｖｎ（ｍｏｄｕｍ） （４５）
利用式（４２）和式（４３），对式（４１）取模５９，得

Ｔ＝４，且当 ｎ≡ １，２（ｍｏｄ４）时，ｙ２≡ ３８，５８
（ｍｏｄ５９）均为模 ５９的平方非剩余，故排除，剩
ｎ≡０，３（ｍｏｄ４），即 ｎ≡ ０，３，４，７，８，１１，１２，１５，
１６，１９（ｍｏｄ２０）。

对式（４１）取模４１，得Ｔ＝４０，且当ｎ≡３，２３，
８，２８，１２，３２，１６，３６，１９，３９（ｍｏｄ４０）时，ｙ２≡ １４，
２７，１２，２９，６，３５，３０，１１，２７，１４（ｍｏｄ４１）均为模 ４１
的平方非剩余，故排除，剩 ｎ≡ ０，４，７，１１，１５
（ｍｏｄ２０）。

对式（４１）取模２８１，得Ｔ＝４０，且当ｎ≡７，２７，
１１，３１，１５，３５（ｍｏｄ４０）时，ｙ２≡２１，２６０，１０４，１７７，
２７８，３（ｍｏｄ２８１）均为模２８１的平方非剩余，故排
除ｎ≡７，１１，１５（ｍｏｄ２０），剩ｎ≡０，４（ｍｏｄ２０）。

对式（４１）取模６０１，得 Ｔ＝４０，且当 ｎ≡４，
２４（ｍｏｄ４０）时，ｙ２≡７，５９４（ｍｏｄ６０１）均为模６０１
的平方非剩余，故排除 ｎ≡４（ｍｏｄ２０），剩 ｎ≡
０（ｍｏｄ２０）。

若ｎ≠０，可设ｎ＝２×５×２ｔ（２ｋ＋１）（ｔ≥１，

ｋ≥０），并取 ｍ ＝
２ｔ， ｔ≡０（ｍｏｄ２）
５×２ｔ， ｔ≡１（ｍｏｄ２{

）
，则

ｍ≡１（ｍｏｄ３），从而２ｍ≡２（ｍｏｄ３）。
利用式（４５），可将式（４１）化为

ｙ２≡±（ｕ２ｍ ＋１５ｖ２ｍ）
≡±１５ｖ２ｍ（ｍｏｄｕ２ｍ） （４６）

考虑到２ｍ时，ｕｍ≡１（ｍｏｄ８），ｕ２ｍ≡１（ｍｏｄ８）。

令２ｓ‖ｖｍ，结合式（４４），则式（４６）可化为

１＝（ｙ
２

ｕ２ｍ
）＝（

±１５ｖ２ｍ
ｕ２ｍ

）

＝（１５ｕ２ｍ
）（
２
ｕ２ｍ
）（
ｕｍ
ｕ２ｍ
）（
ｖｍ
ｕ２ｍ
）

＝（
ｕ２ｍ
１５）（

２ｕ２ｍ －１
ｕｍ

）（
４１８ｖ２ｍ ＋１
ｖｍ／２

ｓ ）

＝（
ｕ２ｍ
１５） （４７）

由于｛ｕｎ｝取模１５的Ｔ＝３，且当２ｍ≡２（ｍｏｄ３）

时，ｕ２ｍ≡１１（ｍｏｄ１５），故式（４７）给出１＝（
１１
１５）＝

－１，矛盾。因此ｎ＝０。代入式（４１）得ｙ＝１。此
时可得式（４）的解（ｘ，ｙ）＝（１５，１）。

综上，方程（４）仅有解 （ｘ，ｙ） ＝（１５，１）。
证毕。

最后证推论３。若２ｙ，则有４ｘ。令ｘ＝４ｘ１，
ｙ＝２ｙ１，则式（５）可化为

ｘ２１－６５ｙ
４
１ ＝１ （４８）

根据引理６，式（４８）给出ｘ１ ＝１２９，ｙ１ ＝４。此时可
得式（５）的解为（ｘ，ｙ）＝（５１６，８）。

若２ｙ，则ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１。因为１２９＋ 槡１６ ６５
为Ｐｅｌｌ方程Ｕ２－６５Ｖ２ ＝１的基本解，根据引理１，

方程Ｘ２－６５Ｙ２＝１６的最小正整数解Ｘ１＋Ｙ１槡３３

中Ｙ１满足０＜Ｙ１≤ 槡１６ １６
２×槡 １３０

＜３９７。经计算，仅

有Ｘ１ ＝９，Ｙ１ ＝１，故该方程的解仅有２个非结合
类。又１２９≡１（ｍｏｄ８），１６≡０（ｍｏｄ８），ｐ＝５，
ｍ＝３，所以由定理知，式（５）适合 ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１
的解必满足

ｙ２ ＝ｕｎ＋９ｖｎ，ｎ≥０ （４９）
根据引理３，有

ｕｎ＋２ ＝２５８ｕｎ＋１－ｕｎ，ｕ０ ＝１，ｕ１ ＝１２９ （５０）
ｖｎ＋２ ＝２５８ｖｎ＋１－ｖｎ，ｖ０ ＝０，ｖ１ ＝１６ （５１）
ｕ２ｎ ＝ｕ

２
ｎ＋６５ｖ

２
ｎ ＝２ｕ

２
ｎ－１＝１３０ｖ

２
ｎ＋１

ｖ２ｎ ＝２ｕｎｖｎ （５２）
ｕ３ｎ ＝ｕｎ（ｕ

２
ｎ＋１９５ｖ

２
ｎ） （５３）

ｕ－ｎ ＝ｕｎ，ｖ－ｎ ＝－ｖｎ （５４）
ｕｎ＋２ｋｍ≡（－１）

ｋｕｎ（ｍｏｄｕｍ）
ｖｎ＋２ｋｍ≡（－１）

ｋｖｎ（ｍｏｄｕｍ） （５５）
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利用式（５０）和式（５１），对式（４９）取模２９，得
Ｔ＝１４，且当ｎ≡１，２，３，５，６，８，９，１０，１２，１３（ｍｏｄ１４）
时，ｙ２≡１２，２１，１２，１４，１５，１７，８，１７，１５，１４（ｍｏｄ２９）均
为模 ２９的平方非剩余，故排除，剩 ｎ≡ ０，４，７，１１
（ｍｏｄ１４），即ｎ≡０，４，７，１１，１４，１８，２１，２５（ｍｏｄ２８）。

对式（４９）取模 ４３，得 Ｔ＝４，且当 ｎ≡ ２，
３（ｍｏｄ４）时，ｙ２≡４２，２８（ｍｏｄ４３）均为模４３的平
方非剩余，故排除 ｎ≡ ７，１１，１４，１８（ｍｏｄ２８），剩
ｎ≡０，４，２１，２５（ｍｏｄ２８），即 ｎ≡ ０，４，２１，２５，２８，
３２，４９，５３（ｍｏｄ５６）。

对式（４９）取模５０３，得Ｔ＝５６，且当ｎ≡２５，２８，
３２，４９（ｍｏｄ５６）时，ｙ２≡２４８，５０２，３５８，９３（ｍｏｄ５０３）
均为模５０３的平方非剩余，故排除，剩ｎ≡０，４，２１，
５３（ｍｏｄ５６）。

对式（４９）取模４８１７，得Ｔ＝５６，且当ｎ≡４，２１，
５３（ｍｏｄ５６）时，ｙ２≡１６４４，３７２６，３２３３（ｍｏｄ４８１７）
均为模 ４８１７的平方非剩余，故排除，剩 ｎ≡ ０
（ｍｏｄ５６），从而ｎ≡０（ｍｏｄ１４）。

对式（４９）取模 ３７，得 Ｔ＝３，且当 ｎ≡ １，
２（ｍｏｄ３）时，ｙ２≡１４，２２（ｍｏｄ３７）均为模３７的平
方非剩余，故排除，剩 ｎ≡ ０（ｍｏｄ３）。结合 ｎ≡
０（ｍｏｄ１４），可得ｎ≡０（ｍｏｄ４２）。

若ｎ≠０，可设ｎ＝２×７×３ｔ×ｋ（ｔ≥１，３
ｋ＞０），并选择ｍ＝３ｔ或７×３ｔ。对ｋ分两种情况
讨论。

（ⅰ）ｋ≡１（ｍｏｄ３）时，令

ｍ＝ ３ｔ， ｔ≡１（ｍｏｄ２）
７×３ｔ， ｔ≡０（ｍｏｄ２{

）

则ｍ≡３（ｍｏｄ１２）。
利用式（５５），可将式（４９）化为
ｙ２≡±（ｕ２ｍ ＋９ｖ２ｍ）（ｍｏｄｕ３ｍ）
由式（５３）知，ｕ３ｍ ＝ｕｍ（ｕ

２
ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ），故有

ｙ２≡±（ｕ２ｍ ＋９ｖ２ｍ）（ｍｏｄｕ
２
ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ） （５６）

由式（５０）和式（５１）知，ｕ２ｍ ＋１９５ｖ
２
ｍ≡１（ｍｏｄ８），

９ｕｍ －６５ｖｍ ≡ ４，１（ｍｏｄ５），９ｕｍ －６５ｖｍ ≡ ９，４
（ｍｏｄ１３）。利用式（５２），则式（５６）给出

１＝（ ｙ２

ｕ２ｍ ＋１９５ｖ
２
ｍ
）＝（

±（ｕ２ｍ ＋９ｖ２ｍ）
ｕ２ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ
）

＝（
ｕ２ｍ ＋６５ｖ

２
ｍ ＋１８ｕｍｖｍ

ｕ２ｍ ＋１９５ｖ
２
ｍ

）

＝（
－１３０ｖ２ｍ ＋１８ｕｍｖｍ
ｕ２ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ
）

＝（
２ｖｍ

ｕ２ｍ ＋１９５ｖ
２
ｍ
）（
９ｕｍ －６５ｖｍ
ｕ２ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ
）

＝（
ｕ２ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ

９ｕｍ －６５ｖｍ
）＝（

８１ｕ２ｍ ＋１５７９５ｖ
２
ｍ

９ｕｍ －６５ｖｍ
）

＝（
２００２０ｖ２ｍ
９ｕｍ －６５ｖｍ

）＝（
２２×５×１３×７７ｖ２ｍ
９ｕｍ －６５ｖｍ

）

＝（
９ｕｍ －６５ｖｍ

５ ）（
９ｕｍ －６５ｖｍ
１３ ）（

９ｕｍ －６５ｖｍ
７７ ）

＝（
９ｕｍ －６５ｖｍ
７７ ） （５７）

由于｛９ｕｎ－６５ｖｎ｝取模７７的 Ｔ＝１２，且当 ｍ≡
３（ｍｏｄ１２）时，９ｕｍ －６５ｖｍ≡ ６５（ｍｏｄ７７），故式

（５７）给出１＝（６５７７）＝－１，矛盾。

（ⅱ）ｋ≡－１（ｍｏｄ３）时，令

ｍ＝ ３ｔ， ｔ≡０（ｍｏｄ２）
７×３ｔ， ｔ≡１（ｍｏｄ２{

）

则ｍ≡９（ｍｏｄ１２）。
利用式（５４）和式（５５），可将式（４９）化为
ｙ２≡±（ｕ２ｍ －９ｖ２ｍ）（ｍｏｄｕ３ｍ） （５８）

由式（５３）知，ｕ３ｍ ＝ｕｍ（ｕ
２
ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ），故由式（５８）

可得

ｙ２≡±（ｕ２ｍ －９ｖ２ｍ）（ｍｏｄｕ
２
ｍ ＋１９５ｖ

２
ｍ） （５９）

由式（５０）和式（５１）知，ｕ２ｍ ＋１９５ｖ
２
ｍ≡１（ｍｏｄ８），

９ｕｍ ＋６５ｖｍ ≡ ４，１（ｍｏｄ５），９ｕｍ ＋６５ｖｍ ≡ ９，４
（ｍｏｄ１３）。完全类似式（５６）的讨论知，式（５９）
给出

１＝（
９ｕｍ ＋６５ｖｍ
７７ ） （６０）

由于｛９ｕｎ＋６５ｖｎ｝取模７７的 Ｔ＝１２，且当 ｍ≡
９（ｍｏｄ１２）时，９ｕｍ ＋６５ｖｍ≡ ６５（ｍｏｄ７７），故式

（６０）给出１＝（６５７７）＝－１，矛盾。

因此ｎ＝０。代入式（４９）得ｙ＝１。此时可得式
（５）的解（ｘ，ｙ）＝（９，１）。

综上，方程（５）仅有解 （ｘ，ｙ） ＝（９，１）和
（５１６，８）。证毕。
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