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基于 ＳＣＡＤ 正则最小一乘回归问题研究

罗孝敏ꎬ彭定涛∗

(贵州大学 数学与统计学院ꎬ贵州 贵阳 ５５００２５)

摘　 要:针对损失函数为最小一乘ꎬ惩罚项由基数函数定义的稀疏回归问题ꎬ用 ＳＣＡＤ( ｓｍｏｏｔｈｌｙ
ｃｌｉｐｐｅｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ)罚来连续逼近基数罚ꎬ得到一个连续的松弛问题ꎬ研究 ＳＣＡＤ 罚问题与

原基数罚问题之间解的等价性ꎮ 首先ꎬ证明了 ＳＣＡＤ 罚松弛模型的下界性质ꎬ并借助此下界性质

分析了原问题与松弛问题之间解的等价性ꎬ证明了在一定条件下两个问题具有相同的全局最优

解以及最优值ꎮ 此外ꎬ证明了松弛模型的局部最优解是原问题的局部最优解并且在局部极小值

点处松弛模型与原问题的目标值相等ꎮ
关键词:基数罚问题ꎻＳＣＡＤꎻ解的等价性

中图分类号:Ｏ２２４　 　 　 文献标识码: Ａ

　 　 首先ꎬ考虑以下的 Ｌ０ 正则最小一乘问题:
ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

Ｇ(ｘ): ＝ ｆ(ｘ) ＋ λ ｘ ０ꎮ (１)

这里ꎬ ｘ ０ ＝ ＃{ｘｉꎬｉ ＝ １ꎬꎬｎ:ｘｉ ≠０} ꎬ＃表示

基数ꎬ ｆ(ｘ) 是损失函数ꎬ ｘ ∈ Ｒｎ 是稀疏向量ꎬ罚参

数 λ > ０ꎮ 问题(１)可以应用在很多领域上ꎬ例如ꎬ
２００６ 年ꎬＤｏｎｏｈｏ Ｄ、Ｃａｎｄéｓ Ｅ、Ｔａｏ Ｔ 等[１￣２]针对信号

重构问题ꎬ可以通过求解下面的模型:

ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

Ｆ(ｘ): ＝ １
２

Ａｘ － ｂ ２
２ ＋ λ ｘ ０ꎮ (２)

由于这个问题是 ＮＰ 难的ꎬＣａｎｄéｓ、Ｔａｏ 等将 Ｌ０ 范数

松弛为 Ｌ１ 范数[２]ꎮ Ｌ１ 罚优化问题为:

ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

Ｆ(ｘ): ＝ １
２

Ａｘ － ｂ ２
２ ＋ λ ｘ １ꎮ (３)

２００１ 年ꎬＦａｎ Ｊ Ｑ 等[３]指出 Ｌ１ 正则近似逼近 Ｌ０

正则ꎬ得到的结果常有偏估计量ꎮ 另外ꎬ提出用

ＳＣＡＤ 罚来近似逼近 Ｌ０ 罚ꎬ并证明了 ＳＣＡＤ 正则松

弛优化问题具有很好的统计性质ꎬ例如有 ｏｒｃａｌｅ 性

质ꎬ可以用于高维非参数建模ꎻＳＣＡＤ 罚能够同时

实现系数估计和变量选择ꎬ其罚函数是对称的ꎬ在
原点处是奇异的ꎬ 在确定的条件下ꎬ 其解是连续

的ꎬ从而具有稀疏性和稳定性ꎻ对于较大的系数ꎬ
ＳＣＡＤ 罚函数以确定的常数为界ꎬ从而产生无偏估

计量[４￣５]ꎮ ２０１７ 年ꎬＳｏｕｂｉｅｓ Ｅ 等[６]提出了用精确连

续 Ｌ０(ＣＥ Ｌ０)罚松弛模型(４)来连续逼近问题(２)ꎮ
精确连续 Ｌ０ 罚松弛模型为

ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

Ｆ(ｘ) ＝ １
２

Ａｘ － ｂ ２
２ ＋ Φ(ｘ)ꎮ (４)

这里ꎬ Φ(ｘ) 为 ＣＥ Ｌ０ 罚函数ꎮ 最后证明了模

型(４)与问题(２)具有相同的全局最优解ꎬ局部最

优解具有包含关系ꎮ 因此ꎬ我们提出一个新的问

题:当损失函数 ｆ(ｘ) 为非光滑凸函数时是否还有

相同的结论ꎬ例如 ｆ(ｘ) ＝ Ａｘ － ｂ １ꎮ 这个问题是

很有意义的ꎬ因为 ｆ(ｘ) ＝ Ａｘ － ｂ １ 广泛地应用于

非均匀噪声的情况ꎮ 在噪声不服从正态分布的情

况下ꎬ以及对离群点数据的处理ꎬ最小一乘损失比

最小二乘损失更具有鲁棒性ꎮ 故针对损失函数为

最小一乘ꎬ惩罚项由基数函数定义的稀疏回归问

题ꎬ用 ＳＣＡＤ 罚来连续逼近基数罚ꎬ得到一个连续

的松弛问题ꎬ研究这两个问题解的关系ꎮ
原始基数罚问题:
ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

Ｇ(ｘ): ＝ Ａｘ － ｂ １ ＋ λ ｘ ０ꎮ (５)

其中ꎬ Ａ ＝ [Ａ１ꎬꎬＡｎ] ∈Ｒｍ×ｎ ꎬ Ａｉ ∈Ｒｍ 表示

矩阵 Ａ 的第 ｉ 列元素组成的向量ꎬ ｂ ∈ Ｒｍ ꎮ
ＳＣＡＤ 罚松弛优化问题为:
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ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

Ｆ(ｘ): ＝ Ａｘ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ)ꎮ (６)

其中ꎬ Φ(ｘ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ(θꎬλꎻｘｉ) ꎬ对参数 θ > ２ꎬ

λ > ０ ꎬＳＣＡＤ 罚函数为:

φ(θꎬλꎬｘｉ) ＝

λ ｘｉ 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ ≤ λ

２θλ ｘｉ －ｘｉ ２ －λ２

２(θ － １)
　 　 　 λ < ｘｉ ≤ θλ

λ２(θ ＋ １)
２

　 　 　 　 　 ｘｉ > θλ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ꎮ

ＳＣＡＤ 罚函数满足下列的性质:
(ｉ)当 ｘｉ > ０ꎬ φ(θꎬλꎻｘｉ) 是不减的、凹的函数ꎻ
(ｉｉ)对 ｘｉ ∈Ｒ ꎬ有 φ(θꎬλꎻｘｉ) > ０ꎬ及 φ(θꎬλꎻ

０) ＝ ０ꎻ
(ｉｉｉ)对 ∀ｘｉ ∈ Ｒ ＼{０} ꎬ φ(θꎬλꎻｘｉ) 是可微的

且有

０ ≤ φ′(θꎬλꎻｘｉ) ≤ λ ꎬ

φ′(θꎬλꎬｘｉ) ＝

λｓｉｇｎ(ｘｉ)　 　 　 　 　 ｘｉ ≤ λ
θλｓｉｇｎ(ｘｉ)－ｘｉ

θ － １
　 　 　 λ < ｘｉ ≤ θλ

０　 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ > θλ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ꎮ

这里

ｓｉｇｎ(ｘｉ) ＝
－ １
　 ０
　 １

ì

î

í

ïï

ïï

　 　
ｘｉ < ０
ｘｉ ＝ ０
ｘｉ > ０

　 ꎮ

图 １ 是一维情形下 Ｌ０ꎬ Ｌ１ꎬＳＣＡＤ 罚函数的图

像ꎮ 由 ＳＣＡＤ 函数的定义及图 １ 可知:当 ｘｉ ≤ λ
时ꎬＳＣＡＤ 罚与 Ｌ１ 罚是相同的ꎻ当 λ < ｘｉ ≤ θλ
时ꎬ随着特征系数 ｘｉ 的增大而减小压缩的程度ꎻ
当 ｘｉ > θλ 时ꎬＳＣＡＤ 罚对特征系数不再进行压

缩ꎮ ＳＣＡＤ 罚克服了 Ｌ１ 罚有偏估计的缺点[３]ꎮ

图 １　 Ｌ０ꎬＬ１ꎬＳＣＡＤ 函数图像

Ｆｉｇ.１　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｍａｇｅｓ ｏｆ Ｌ０ꎬＬ１ꎬＳＣＡＤ

　 　 本文主要研究原始基数罚问题(５)和 ＳＣＡＤ 罚

松弛优化问题(６)之间解的关系ꎮ 第一部分主要

介绍需要用到的预备知识ꎻ第二部分主要对 ＳＣＡＤ
罚问题证明了下界理论性质ꎬ并在一定条件下ꎬ证
明了问题(６)与模型(５)有相同的全局最优解以

及最优值ꎬ松弛模型(６)的局部最优解是问题(５)
的局部最优解ꎬ且在局部极小值点处问题(５)和

问题(６)的最优值是相等的ꎻ最后是一个简单的

总结ꎮ

１　 记号
对给定的 ｘ∗∈ Ｒｎ ꎬ ｘ∗ 的支撑集为

Ｔ(ｘ): ＝ ｉ ∈ １ꎬꎬｎ{ } :ｘ∗
ｉ ≠ ０{ } ꎮ

此 外ꎬ ｘ １: ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ꎬ ｘ ２: ＝ (∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ２)

１ / ２
ꎬ

ｘ ¥
＝ ｍａｘｉ{ ｘｉ } 依次表示向量 ｘ 的 １￣范数、２￣范

数、 ¥￣范数ꎮ
次微分 ∂ ｘ １ ＝ (∂ ｘ１ １ꎬꎬ∂ ｘｎ １) ꎬ其中

∂ ｘｉ １ ＝
１　 　 　 　 ｘｉ > ０
[－ １ꎬ１] 　 ｘｉ ＝ ０
－ １　 　 　 ｘｉ < ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ꎬ

ＳＣＡＤ 罚函数的 Ｃｌａｒｋｅ 次微分为:

∂φ(θꎬλꎬｘｉ) ＝
φ′(θꎬλꎬｘｉ)　 ｘｉ ≠ ０
[ － θλꎬθλ]　 ｘｉ ＝ ０{ ꎮ

定义 １　 称 ｘ∗∈Ｒｎ 是问题(６)的一阶稳定点ꎬ若
０∈(ＡＴｓｇｎ(Ａｘ∗－ ｂ)) ｉ ＋ ∂φ(ｘ∗

ｉ )ꎮ
命题 １　 若 ｘ∗∈Ｒｎ 是问题(６)的局部最优解ꎬ则
ｘ∗∈Ｒｎ 是问题(６)的一阶稳定点ꎮ
证明　 注意到最小一乘损失函数 Ａｘ － ｂ １ 是关

于 ｘ 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数ꎬ由文[７]中的 Ｅｘｅｒｃｉｓｅ１０.１０ꎬ
命题成立ꎮ

２　 ＳＣＡＤ 罚松弛问题与原问题解的
关系

在这一节里ꎬ建立了 ＳＣＡＤ 松弛问题的下界理

７１
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论性质ꎬ并分析了问题(５)和(６)在一定条件下解

(包括局部解和全局解)的关系ꎮ
引理 １　 设 λ ≥ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ａｉ １ꎬ如果 ｘ∗ 是问题(６)的

稳定点ꎬ则有

ｘ∗
ｉ ∈[ － λꎬλ]⇒ｘ∗

ｉ ＝ ０ꎮ
证明　 假设 ｘ∗

ｉ ∈[ － λꎬλ] ＼{０} ꎬ则由定义 １ 可知

０∈(ＡＴｓｇｎ(Ａｘ∗ － ｂ)) ｉ ＋ λｓｇｎ(ｘ∗
ｉ )ꎮ

因为 ｓｇｎ(ｘ∗
ｉ ) ≠ ０ꎬ 且 ｓｇｎ(ｘ∗

ｉ ) ＝ １ꎬ则上式可为

－ λｓｇｎ(ｘ∗
ｉ )∈(ＡＴｓｇｎ(Ａｘ∗ － ｂ)) ｉꎬ

且

(ＡＴｓｇｎ(Ａｘ∗ － ｂ)) ｉ ≤ Ａｉ １ꎬ
故

－ λｓｇｎ(ｘ∗
ｉ ) ≤ Ａｉ １ꎮ

则 λ ≤ Ａｉ １ ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

Ａｉ １ 与假设矛盾ꎬ故有

ｘ∗
ｉ ∈ － λꎬλ[ ] ⇒ｘ∗

ｉ ＝ ０ꎮ
引理 ２　 对 λ > ０ꎬ θ > ２ꎬ ｘ∈Ｒｎ ꎬ (θ ＋ １)λ ＝ ２ꎬ
有 Φ(ｘ) ≤ λ ｘ ０ꎮ

证明　 由 Φ(ｘ) ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ(θꎬλꎬｘｉ)ꎬ 以及 φ(θꎬλꎬｘｉ)

的定义可知:
φ(θꎬλꎬ０) ＝ ０ ≤ φ(θꎬλꎬｘｉ)

≤ (θ ＋ １)λ ２

２
ꎮ

又由 (θ ＋ １)λ ＝ ２ 可知
(θ ＋ １)λ ２

２
＝ λ ꎬ即

φ(θꎬλꎬ０) ＝ ０ ≤ φ(θꎬλꎬｘｉ) ≤ λꎮ
因此

φ(θꎬλꎬｘｉ) ≤ λ ｓｉｇｎ(ｘｉ) ꎮ
对上式两边分别求和ꎬ有

∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ(θꎬλꎬｘｉ) ≤ λ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｇｎ(ｘｉ) ꎬ

故 Φ(ｘ) ≤ λ ｘ ０ꎮ
定理 １　 设 λ≥ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ａｉ １ꎬ ｂ １ < λ２ꎬ (θ ＋ １)λ ＝ ２ꎬ

ｘ∗∈Ｒｎ 是问题(５)的全局解ꎬ当且仅当 ｘ∗∈Ｒｎ 时

是问题(６)的全局解ꎻ且问题(５)与(６)具有相同的

最优值ꎮ
证明　 令 ｘ∗ 为问题(６)的全局最优解ꎬ则由命题 １
可知 ｘ∗ 是问题(６)的稳定点ꎮ 若 ｘ∗

ｉ ∈[ － λꎬλ] ꎬ
则由引理 １ 可知 ｘ∗

ｉ ＝ ０ꎮ
对 ｘｉ∈[ － θλꎬθλ] ＼[ － λꎬλ] ꎬ由 φ(θꎬλꎬｘ∗

ｉ )
的定义可知:

φ(θꎬλꎬｘ∗
ｉ ) > φ(θꎬλꎬλ) ＝ λ ２ꎬ

所以

Φ(ｘ∗) ≥ φ(θꎬλꎬｘ∗
ｉ ) > λ ２ꎮ

故

Ｆ(０) ＝ ｂ １ ≤ Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ λ ２

< Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ∗) ＝ Ｆ(ｘ∗)ꎮ
这与 ｘ∗ 是问题(６)的全局最优解矛盾ꎮ 因

此ꎬ对 ｘ∗
ｉ ∈[ － θλꎬθλ] 有 ｘ∗

ｉ ＝ ０ꎮ
若 ｘ∗

ｉ > θλ ꎬ由 (θ ＋ １)λ ＝ ２ 以及 φ(θꎬλꎬ
ｘ∗
ｉ ) 的定义可知ꎬ φ(θꎬλꎬｘ∗

ｉ ) ＝ λ ꎮ 综上可知

Φ(ｘ∗) ＝ λ ｘ∗
０ꎮ

由引理 ２ 可知ꎬ∀ｘ∈Ｒｎꎬ有 Φ(ｘ)≤λ ｘ ０ꎬ则
Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ λ ｘ∗

０ ＝ Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ∗)
≤ Ａｘ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ)
≤ Ａｘ － ｂ １ ＋ λ ｘ ０ꎬ

故 ｘ∗ 是问题(５)的全局最优解ꎮ
反之ꎬ设 ｘ∗∈Ｒｎ 是问题(５)的全局最优解ꎬ但

不是问题(６)的全局最优解ꎬ则问题(６)存在一个

全局最优解 ｘ＾∈Ｒｎꎬ 使得

Ａｘ＾ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ＾ ) < Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ∗)ꎮ
同理可得 Φ(ｘ＾ )＝ λ ｘ＾ ０ꎬ及Φ(ｘ∗)≤λ ｘ∗

０ꎬ故
Ａｘ＾ － ｂ １ ＋ λ ｘ＾ ０ ＝ Ａｘ＾ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ＾ )

< Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ∗)
≤ Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ λ ｘ∗

０ꎮ
这与 ｘ∗ 是问题(５)的全局最优解矛盾ꎬ所以

ｘ∗ 是问题(５)的全局最优解ꎬ并且由于 Φ(ｘ∗) ＝
λ ｘ∗

０ꎬ从而有 Ｇ(ｘ∗) ＝ Ｆ(ｘ∗) ꎮ 即问题(５)与
(６)具有相同的最优值ꎮ 此定理表明了问题(５)与
(６)具有相同的全局最优解集合以及最优值ꎮ

下面研究问题(５)与(６)局部最优解之间的关

系ꎮ
定理 ２　 设 λ≥ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ａｉ １ꎬ ｂ １ <λ ２ꎬ (θ ＋１)λ＝２ꎬ

若 ｘ∗∈Ｒｎ 是模型(６)的一个局部最优解ꎬ则 ｘ∗ 是

问题(５)的局部解且在 ｘ∗ 处与问题(６)有相同的

最优值ꎮ 即

Ｇ(ｘ∗) ＝ Ｆ(ｘ∗) ꎮ
证明　 设 ｘ∗∈Ｒｎ 是问题(６)的局部最优解ꎬ由命题

１ 可知 ｘ∗ 是问题(６)的稳定点ꎮ 因此ꎬ与证明定理

１ 类似可得:
Φ(ｘ∗) ＝ λ ｘ∗

０ꎮ
由于 ｘ∗ 是问题(６)的局部最优解ꎬ故存在 ｘ∗

的邻域 Ｎ(ｘ∗)ꎬ 使得对 ∀ｘ∈Ｎ(ｘ∗)ꎬ 有
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Ｆ(ｘ∗) ≤ Ｆ(ｘ)ꎮ
又由引理 ２ 可知ꎬ对 ∀ｘ∈Ｒｎꎬ 有 Φ(ｘ) ≤

λ ｘ ０ꎬ 故对 ∀ｘ∈Ｎ(ｘ∗)ꎬ 有

Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ λ ｘ∗
０ ＝ Ａｘ∗ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ∗)
≤ Ａｘ － ｂ １ ＋ Φ(ｘ)
≤ Ａｘ － ｂ １ ＋ λ ｘ ０ꎮ

因此可知ꎬ ｘ∗ 是问题 ( ５) 的局部最优解且

Ｇ(ｘ∗) ＝ Ｆ(ｘ∗) ꎬ即问题(５)与(６)在 ｘ∗ 处有相同

的目标值ꎮ
定理 ２ 表明了问题(６)的局部最优解是问题

(５)的局部最优解ꎬ在局部最优值点处问题(５)与
问题(６)的最优值相等ꎮ

最后ꎬ在满足一定条件下针对问题(５)与问题

(６)解的关系ꎬ用图 ２ 做一个简短的总结ꎮ

图 ２　 问题(５)与(６)的关系

Ｆｉｇ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ(５)ａｎｄ(６)

３　 总结
本文主要介绍基于 ＳＣＡＤ 罚的最小一乘问题

(６)与原问题(５)之间解的等价性ꎮ 证明了松弛模

型的下界理论性质ꎬ并在此下界理论性质下分析了

原问题与松弛问题之间解的等价性ꎮ 在一定条件

下ꎬ证明了问题(５)与问题(６)具有相同的全局最

优解以及最优值ꎮ 此外ꎬ松弛模型的局部最优解是

原问题的局部最优解ꎬ在局部极小值点处松弛模型

与原问题的最优值是相等的ꎮ 这为进一步设计有

效的算法提供了理论基础ꎮ
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