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具有广义 Ｃ ￣凸性的一类分式规划的对偶
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摘　 要:基于广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎬ广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣伪凸函数和广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣拟
凸函数等ꎬ探讨了涉及这些新广义凸性的一类多目标半无限分式规划的 Ｍｏｎｄ￣Ｗｅｉｒ 型对偶ꎬ得到

了相关的弱对偶定理和强对偶定理ꎬ并进行了证明ꎮ
关键词:分式规划ꎻ广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎻ对偶性

中图分类号:Ｏ２２４　 　 　 文献标识码: Ａ

　 　 近年来ꎬ随着凸性理论在优化领域的广泛应

用ꎬ涌现出丰硕的研究成果ꎮ 文献 [１￣６] 提出了

(Ｃꎬαꎬρꎬｄ) ￣凸函数ꎬ并对包含此类凸性的多目标、
分式规划等问题的最优性条件与对偶性定理进行

了研究ꎮ 受上述文献启示ꎬ作者结合文献[７￣８]中
提出的广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸性ꎬ讨论了一类多目

标半无限分式规划的 Ｍｏｎｄ￣Ｗｅｉｒ 型对偶问题ꎮ

１　 基本概念
定义 １[１] 　 称函数 Ｃ:Ｘ × Ｘ × Ｒｎ →Ｒ 在 Ｒｎ 上关于

第三个变元是凸的ꎬ 若 ∀(ｘꎬｘ０) ∈ Ｘ × Ｘ ꎬ ∀ｙ１ꎬ
ｙ２ ∈ Ｒｎ ꎬ 有

Ｃ(ｘꎬｘ０)(λｙ１ ＋(１－λ)ｙ２) ≤ λＣ(ｘꎬｘ０)(ｙ１) ＋ (１ －
λ)Ｃ(ｘꎬｘ０)(ｙ２) ꎬ ∀λ ∈ (０ꎬ１) ꎮ

在文中ꎬ 均假设 ∀(ｘꎬｘ０) ∈ Ｘ × Ｘ ꎬ 有

Ｃ(ｘꎬｘ０)(０) ＝ ０ꎮ
定义 ２[１] 　 设函数 ｆ:Ｘ → Ｒ 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数ꎬ
若 ∃ α:Ｘ × Ｘ → Ｒ ＋ ＼{０}ꎬ ρ∈Ｒ ꎬ ｄ:Ｘ × Ｘ → Ｒ ＋ꎬ
如果 ∀ｘ ∈ Ｘ ꎬ 有

( ｆ(ｘ) － ｆ(ｘ０)) / α(ｘꎬｘ０) ≥Ｃ(ｘꎬｘ０)(ξ) ＋ ρｄ(ｘꎬ
ｘ０) / α(ｘꎬｘ０) ꎬ ∀ξ ∈ ∂ｆ(ｘ０) ꎬ
则称函数 ｆ 在 ｘ０ 处是 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) ￣ 凸函数ꎮ
定义 ３[７￣８] 　 设实向量值函数 ｆ:Ｘ→ Ｒｐ 的每个分量

ｆｉ 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数ꎬ 若存在函数 α＝ (α１ꎬꎬ
αｐ)Τ ꎬ α ｉ:Ｘ × Ｘ → Ｒ ＋ ＼{０} ꎬ ｂｉ:Ｘ × Ｘ × [０ꎬ１] →

Ｒ ＋ꎬ ｂｉ ＝ ｂｉ(ｘꎬｘ０ꎬλ) ꎬ ｂｉ(ｘꎬｘ０) ＝ ｌｉｍ
λ→０ ＋

ｂｉ(ｘꎬｘ０ꎬλ) ꎬ

φ:Ｒ→Ｒ ꎬ ρ ＝ (ρ １ꎬꎬρ ｐ) Τ ꎬ ρ ｉ ∈Ｒ ꎬ ｄｉ:Ｒ→Ｒ ꎬ
(ｄｉ(０)＝ ０)ꎬ θ ｉ:Ｘ × Ｘ→Ｒ＋ꎬ (ｘ ＝ ｘ０ꎬθ ｉ(ｘꎬｘ０)＝ ０) ꎬ
Ｃ:Ｘ ×Ｘ ×Ｒｎ → Ｒ 和局部渐近锥 Ｋꎬ 如果 ∀ｘ∈Ｘꎬ
ｉ ＝ １ꎬꎬｐꎬ 有

ｂｉ(ｘꎬｘ０)φ(ｆｉ(ｘ) － ｆｉ(ｘ０))≥α ｉ(ｘꎬｘ０)Ｃ(ｘꎬｘ０)(ξ ｉ) ＋
ρ ｉｄ２(θ ｉ(ｘꎬｘ０)) ꎬ ∀ξ ｉ ∈ ∂Ｋ ｆｉ(ｘ０) ꎬ
则称函数 ｆ ＝ ( ｆ１ꎬꎬｆｐ) 在 ｘ０ ∈ Ｘ 处是广义

(Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎮ
如果函数 ｆ 在 Ｘ上每一点处为广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ)Ｋꎬθ￣

凸函数ꎬ 则称 ｆ 在 Ｘ 上是广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣
凸函数ꎮ
定义 ４[７￣８] 　 设实向量值函数 ｆ:Ｘ→ Ｒｐ 的每个分量

ｆｉ 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数ꎬ 若存在函数 α＝ (α１ꎬꎬ
α ｐ)Τꎬ α ｉ:Ｘ × Ｘ → Ｒ＋ ＼{０}ꎬ ｂｉ:Ｘ × Ｘ × [０ꎬ１]→ Ｒ＋ ꎬ
ｂｉ ＝ｂｉ(ｘꎬｘ０ꎬλ) ꎬ ｂｉ(ｘꎬｘ０) ＝ ｌｉｍ

λ→０ ＋
ｂｉ(ｘꎬｘ０ꎬλ) ꎬ φ:

Ｒ → Ｒ ꎬ ρ ＝ (ρ １ꎬꎬρ ｐ) Τ ꎬ ρ ｉ ∈ Ｒ ꎬ ｄｉ:Ｒ → Ｒ ꎬ
(ｄｉ(０)＝ ０)ꎬ θ ｉ:Ｘ × Ｘ→Ｒ＋ꎬ (ｘ ＝ ｘ０ꎬθ ｉ(ｘꎬｘ０) ＝ ０) ꎬ
Ｃ:Ｘ × Ｘ × Ｒｎ → Ｒ 和局部渐近锥 Ｋ ꎬ如果 ∀ｘ∈Ｘ ꎬ
(ｘ ≠ｘ０ꎬ) ｉ ＝ １ꎬꎬｐꎬ有

ｂ ｉ( ｘꎬ ｘ ０ ) φ ( ｆ ｉ( ｘ) － ｆ ｉ( ｘ ０ ) ) < ( ≤) ０ ⇒
α ｉ(ｘꎬｘ０)Ｃ(ｘꎬｘ０)(ξ ｉ) ＋ ρ ｉｄ２(θ ｉ(ｘꎬｘ０)) < ０ꎬ ∀ξ ｉ∈
∂Ｋ ｆｉ(ｘ０)ꎬ
则称函数 ｆ ＝ ( ｆ１ꎬꎬ ｆｐ) 在 ｘ０ ∈ Ｘ 处是广义
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(Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣(严格)伪凸函数ꎮ
如果 函 数 ｆ 在 Ｘ 上 每 一 点 处 为 广 义

(Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣(严格)伪凸函数ꎬ 则称 ｆ 在 Ｘ 上是

广义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣(严格)伪凸函数ꎮ
定义 ５[７￣８] 　 设实向量值函数 ｆ:Ｘ→ Ｒｐ 的每个分量

ｆｉ 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数ꎬ 若存在函数 α＝ (α１ꎬꎬ
α ｐ) Τꎬ α ｉ:Ｘ × Ｘ → Ｒ ＋＼{０}ꎬ ｂｉ:Ｘ × Ｘ × [０ꎬ１]→ Ｒ ＋ꎬ
ｂｉ ＝ｂｉ(ｘꎬｘ０ꎬλ) ꎬ ｂｉ(ｘꎬｘ０) ＝ ｌｉｍ

λ→０ ＋
ｂｉ(ｘꎬｘ０ꎬλ) ꎬ φ:

Ｒ → Ｒ ꎬ ρ ＝ (ρ １ꎬꎬρ ｐ) Τ ꎬ ρ ｉ ∈ Ｒ ꎬ ｄｉ:Ｒ → Ｒ ꎬ
(ｄｉ(０) ＝ ０) ꎬ θ ｉ:Ｘ × Ｘ→Ｒ＋ꎬ (ｘ＝ ｘ０ꎬθ ｉ(ｘꎬｘ０) ＝ ０)ꎬ
Ｃ:Ｘ ×Ｘ ×Ｒｎ → Ｒ 和局部渐近锥 Ｋꎬ 如果 ∀ｘ∈Ｘꎬ
ｉ ＝ １ꎬꎬｐꎬ 有

ｂ ｉ( ｘꎬ ｘ ０ ) φ ( ｆ ｉ( ｘ) － ｆ ｉ( ｘ ０ ) )≤( < ) ０ ⇒
α ｉ(ｘꎬｘ０)Ｃ(ｘꎬｘ０)(ξ ｉ) ＋ ρ ｉｄ２(θ ｉ(ｘꎬｘ０))≤０ꎬ ∀ξ ｉ∈
∂Ｋ ｆｉ(ｘ０) ꎬ
则称函数 ｆ ＝ ( ｆ１ꎬꎬ ｆｐ) 在 ｘ０ ∈ Ｘ 处是广义

(Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣(弱)拟凸函数ꎮ
如果 函 数 ｆ 在 Ｘ 上 每 一 点 处 为 广 义

(Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣(弱)拟凸函数ꎬ 则称 ｆ 在 Ｘ 上是广

义 (Ｃꎬαꎬρꎬｄ) Ｋꎬθ ￣(弱)拟凸函数ꎮ
对于下述规划:

(ＭＳＩＦＰ)　 ｍｉｎ 　 ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

＝
ｆ１(ｘ)
ｇ１(ｘ)

ꎬꎬ
ｆｐ(ｘ)
ｇｐ(ｘ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ.ｔ. 　 ｈ ｊ(ｘ) ≤ ０ꎬ 　 　 　 ｊ ∈ Ｊ ꎬ

其中ꎬ局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数 ｆｉꎬｇｉ:Ｘ
~
→ Ｒ ꎬ ｉ ＝

１ꎬꎬｐ ꎬ ｈ ｊ:Ｘ
~
→ Ｒ ꎬ ｊ ∈ Ｊ ꎬ Ｊ 为无限可数集ꎬ φ ≠

Ｘ
~
⊂Ｒｎ 为开集ꎮ 记 Ｘ ＝ {ｘ ∈ Ｘ

~
ｈ ｊ(ｘ) ≤０ꎬｊ∈ Ｊ}ꎬ

Ｉ ＝ { ｊ ∈ Ｊ ｈ ｊ(ｘ０) ＝ ０} 是一主动约束集ꎬ Ｒ(Ｊ)
＋ ＝

{μ:Ｊ → Ｒ ＋ ∀ｊ ∈ Ｊ ꎬ仅有有限个 μ ｊ ≠ ０} ꎮ 文中

假定对所有 ｘ∈Ｘ
~
ꎬ 有 ｆｉ(ｘ) ≥０ꎬ ｇｉ(ｘ) > ０ꎬ ｉ ＝ １ꎬ

ꎬｐ ꎮ

记 Λ＋ ＝{(λ＝ λ１ꎬꎬλ ｐ) λ ｉ≥０ꎬ且∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉ＝ １} ꎬ

Λ＋ ＋＝ {(λ＝ λ１ꎬꎬλ ｐ) λ ｉ>０ꎬ且∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉ＝ １} ꎮ

考虑(ＭＳＩＦＰ)的 Ｍｏｎｄ￣Ｗｅｉｒ 型对偶:

(ＭＳＩＦＤ) ｍａｘ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ｓ.ｔ. ０ ∈ ∂Ｋ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊ∂Ｋｈ ｊ(ｙ)ꎬ σ ｊｈ ｊ(ｙ)≥０ꎬ ｊ∈Ｊ ꎬ

λ ∈ Λ ＋ꎬ(σ ｊ) ｊ∈Ｊ ∈ Ｒ(Ｊ)
＋ ꎮ

记(ＭＳＩＦＤ)的可行解集为 Ｓ ＝ {(ｙꎬλꎬσ) ０∈

∂Ｋ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ∑

ｊ∈Ｊ
σ ｊ∂Ｋｈ ｊ(ｙ) ꎬ σ ｊｈ ｊ(ｙ) ≥

０ꎬ ｊ ∈ Ｊ ꎬ λ ∈ Λ ＋ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ ∈ Ｒ(Ｊ)
＋ } ꎮ

２　 主要结果
定理 １(弱对偶) 　 设 ｘ ∈ Ｘ ꎬ (ｙꎬλꎬσ) ∈ Ｓ ꎬ 若

λ ｉ ≥ ０ ꎬ ｉ ＝ １ꎬꎬｐ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ∈Ｒ(Ｊ)
＋ ꎬ∃Ｃ ꎬ α ꎬ β ꎬ

δ ꎬ ｂ１ꎬ ｂ２ꎬ φ１ꎬ φ２ꎬ ρ １ ∈ Ｒ ꎬ ρ ２ ∈ Ｒ(Ｊ) ꎬ ｄ ꎬ θ 和局

部渐近锥 Ｋ ꎬ 有

(ｉ) ｆ
ｇ

在 ｙ 处是广义 (Ｃꎬαꎬρ １ꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎮ

( ｉｉ ) 对 于 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ ｈ 在 ｙ 处 是 广 义

(Ｃꎬβꎬρ ２ꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎮ
(ｉｉｉ) 广义 Ｓｌａｔｅｒ 条件成立ꎬ 即 ｘ０ ∈ Ｘ ꎬ 有

ｈ ｊ０(ｘ
０) < ０ꎬ ｊ０ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ 且 σ ｊ０ > ０ꎮ
(ｉｖ) α１ ＝  ＝ α ｐ ＝ β １ ＝  ＝ β (Ｊ) ＝ δ ꎮ
(ｖ) ｂ１(ｘꎬｙ) > ０ꎬ ｂ２(ｘꎬｙ) > ０ꎻ 若 ａ≤０ꎬ 则

φ１(ａ) ≤ ０ꎻ 若 ａ < ０ꎬ 则 φ２(ａ) < ０ꎮ

(ｖｉ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉρ １ｉｄ

２(θ ｉ(ｘ０ꎬｙ)) ＋

∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) ≥ ０ꎬ

则
ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎮ

证明　 如果
ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎬ 有

ｆｉ(ｘ)
ｇｉ(ｘ)

≤
ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

ꎬ

且 ∃ｉ０ꎬ １ ≤ ｉ０ ≤ ｐ ꎬ ｉ ≠ ｉ０ ꎬ 使

ｆｉ０(ｘ)
ｇｉ０(ｘ)

<
ｆｉ０(ｙ)
ｇｉ０(ｙ)

ꎬ

据(ｉ)和(ｖ)ꎬ 得

ｂ１ｉ(ｘꎬｙ)φ１

ｆｉ(ｘ)
ｇｉ(ｘ)

－
ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

æ

è
ç

ö

ø
÷≥α ｉ(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(ξ ｉ) ＋

ρ１ｉｄ
２(θ ｉ(ｘꎬｙ)) ꎬ∀ξ ｉ ∈∂Ｋ ｆｉ(ｙ)

ｇｉ(ｙ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则

α ｉ(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(ξ ｉ) ＋ ρ １ｉｄ
２(θ ｉ(ｘꎬｙ)) ≤ ０ꎬ

∀ξ ｉ ∈ ∂Ｋ ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

因为 λ ∈ Λ ＋ ꎬ 所以

２
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Ｃ(ｘꎬｙ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
α ｉ(ｘꎬｙ)λ ｉξ ｉ( ) ＋ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉρ１ｉｄ

２(θ ｉ(ｘꎬｙ)) ≤ ０ꎬ

∀ξ ｉ ∈∂Ｋ ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

当 ｘ０ ∈ Ｘ ꎬ 有

Ｃ(ｘ０ꎬｙ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
α ｉ(ｘ０ꎬｙ)λ ｉξ ｉ( )＋∑

ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉρ１ｉｄ

２(θ ｉ(ｘ０ꎬｙ))≤０ꎬ

∀ξ ｉ ∈ ∂Ｋ ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１)

由(ｉｉｉ)ꎬ 可得

ｈ ｊ０(ｘ
０) < ０ ＝ ｈ ｊ０(ｙ)ꎬ ｊ０ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ

即有

ｈ ｊ０(ｘ
０) － ｈ ｊ０(ｙ) < ０ꎬ

又由(ｖ)ꎬ 知

ｂ２ｊ０
(ｘ０ꎬｙ)φ２(ｈ ｊ０(ｘ

０) － ｈ ｊ０(ｙ)) < ０ꎬ

由(ｉｉ)ꎬ 有

β ｊ０(ｘ
０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ)(ζ ｊ０) ＋ ρ ２ｊ０

ｄ２(θ ｊ０(ｘ
０ꎬｙ)) < ０ꎬ

∀ζ ｊ０ ∈ ∂Ｋｈ ｊ０(ｙ)ꎬ
用 σ ｊ０ > ０ 乘以上式ꎬ 有

β ｊ０(ｘ
０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ)(σ ｊ０ζ ｊ０) ＋ σ ｊ０ρ ２ｊ０

ｄ２(ｘ０ꎬｙ) < ０ꎬ

∀ζ ｊ０ ∈ ∂Ｋｈ ｊ０(ｙ) ꎬ (２)
因 σ ｊ ≥０ꎬ ｊ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ ｊ≠ ｊ０ 及第二个约束条件ꎬ 得

ｈ ｊ(ｘ０) ≤ ０ ≤ ｈ ｊ(ｙ) ꎬ
又由(ｖ)和(ｉｉ)可知ꎬ ∀ζ ｊ ∈ ∂Ｋｈ ｊ(ｙ) ꎬ 有

β ｊ(ｘ０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ)(σ ｊ ζ ｊ) ＋ σ ｊ ρ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ))≤０ꎬ

ｊ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ ｊ ≠ ｊ０ ꎬ
当 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) ( ｊ ≠ ｊ０) 时ꎬ对上式求和ꎬ 得

∑
ｊ∈Ｊ(ｙ)ꎬ ｊ≠ｊ０

β ｊ(ｘ０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ)(σ ｊζ ｊ) ＋

∑
ｊ∈Ｊ(ｙ)ꎬ ｊ≠ｊ０

σ ｊ ρ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) ≤ ０ꎬ (３)

当 ｊ ∈ Ｊ ＼Ｊ(ｙ) 时ꎬ 令 σ ｊ ＝ ０ꎬ 有

∑
ｊ∈Ｊ ＼Ｊ(ｙ)

β ｊ(ｘ０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ)(σ ｊζ ｊ) ＋

∑
ｊ∈Ｊ ＼Ｊ(ｙ)

σ ｊ ρ ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) ＝ ０ꎬ (４)

将式(１)―(４)相加ꎬ 结合函数 Ｃ 的凸性和( ｉｖ)ꎬ
可得

δ(ｘ０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉξ ｉ ＋∑

ｊ∈Ｊ
σ ｊζ ｊ( ) ＋ ∑

ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉ ρ１ｉｄ

２(θ ｉ(ｘ０ꎬ

ｙ)) ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊ ρ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) < ０ꎬ

由(ｖｉ)ꎬ 知

δ(ｘ０ꎬｙ)Ｃ(ｘ０ꎬｙ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉξ ｉ ＋ ∑

ｊ∈Ｊ
σ ｊζ ｊ( )

< － ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉρ１ｉｄ

２(θ ｉ(ｘ０ꎬｙ))( ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) )

≤０ꎬ
这与(ＭＳＩＦＤ)的第一个约束条件矛盾! 所以

ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎮ

定理 ２(弱对偶) 　 设 ｘ ∈ Ｘ ꎬ (ｙꎬλꎬσ) ∈ Ｓ ꎬ 若

λ∈Λ ＋ ＋ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ∈Ｒ(Ｊ)
＋ ꎬ∃Ｃ ꎬ α ꎬ β ꎬ δ ꎬ ｂ１ꎬ ｂ２ꎬ

φ１ꎬ φ２ꎬ ρ １ ∈Ｒ ꎬ ρ ２ ∈Ｒ(Ｊ) ꎬ ｄ ꎬ θ １ꎬ θ ２ 和局部渐近

锥 Ｋ ꎬ 有

(ｉ) λΤ( ｆ
ｇ
) 在 ｙ 处是广义 (Ｃꎬαꎬρ １ꎬｄ) Ｋꎬθ１ ￣伪

凸函数ꎮ
( ｉｉ ) 当 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) 时ꎬ ｈ 在 ｙ 处 是 广 义

(Ｃꎬβꎬρ ２ꎬｄ) Ｋꎬθ２ ￣拟凸函数ꎮ
(ｉｉｉ) α ＝ β １ ＝  ＝ β (Ｊ) ＝ δ ꎮ
( ｉｖ) ｂ１(ｘꎬｙ) > ０ꎬ ｂ２(ｘꎬｙ) > ０ꎻ 若 ａ < ０ꎬ 则

φ１(ａ) < ０ꎬ 若 ａ ≤ ０ꎬ 则 φ２(ａ) ≤ ０ꎮ

(ｖ) ρ１ｄ２(θ１(ｘꎬｙ)) ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ２ｊｄ
２(θ２ｊ(ｘꎬｙ)) ≥０ꎬ

则
ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎮ

证明　 如果
ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎬ 至少 ∃ｉ０ꎬ １≤ ｉ０ ≤ ｐ ꎬ

使得

ｆｉ(ｘ)
ｇｉ(ｘ)

≤
ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

ꎬ

ｆｉ０(ｘ)
ｇｉ０(ｘ)

<
ｆｉ０(ｙ)
ｇｉ０(ｙ)

ꎬ ｉ ≠ ｉ０ꎬ

由于 λ ∈ Λ ＋ ＋ ꎬ 故

∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｘ)
ｇｉ(ｘ)

) < ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

) ꎬ

据(ｉｖ)ꎬ 得

ｂ１(ｘꎬｙ)φ１ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｘ)
ｇｉ(ｘ)

)
é

ë
ê
ê

－ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

)
ù

û
ú
ú < ０ꎬ

由(ｉ)有
α(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(ξ) ＋ ρ １ｄ２(θ １(ｘꎬｙ)) < ０ꎬ

∀ξ ∈ ∂Ｋ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ(ｙ)
ｇｉ(ｙ)

)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ (５)

根据 σ ｊ ≥ ０ꎬ ｊ ∈ Ｊ(ｙ) 和第二个约束条件ꎬ 得

ｈ ｊ(ｘ) ≤ ０ ≤ ｈ ｊ(ｙ) ꎬ
由(ｉｖ)和(ｉｉ)ꎬ有

β ｊ(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(σ ｊζ ｊ) ＋ σ ｊρ ２ｊｄ
２(θ ２ｊ(ｘꎬｙ)) ≤ ０ꎬ

３
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∀ζ ｊ ∈ ∂Ｋｈ ｊ(ｙ) ꎬ ｊ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ
当 ｊ ∈ Ｊ ＼Ｊ(ｙ) 时ꎬ 令 σ ｊ ＝ ０ꎬ 可知

∑
ｊ∈Ｊ

β ｊ(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(σ ｊζ ｊ) ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ２ｊｄ
２(θ２ｊ(ｘꎬｙ))≤０ꎬ

∀ζ ｊ ∈ ∂Ｋｈｊ(ｙ) ꎬ (６)
式(５)、(６)相加ꎬ结合函数 Ｃ 的凸性与(ｉｉｉ)ꎬ 得

δ(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(ξ ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊζ ｊ) ＋ ρ １ｄ２(θ １(ｘꎬｙ)) ＋

∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ ２ｊｄ
２(θ ２ｊ(ｘꎬｙ)) < ０ꎬ

依(ｖ)知

δ(ｘꎬｙ)Ｃ(ｘꎬｙ)(ξ ＋ ∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊζ ｊ) < ０ꎬ

这与(ＭＳＩＦＤ)的第一个约束条件矛盾! 所以

ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎮ

定理 ３(弱对偶) 　 设 ｘ ∈ Ｘ ꎬ (ｙꎬλꎬσ) ∈ Ｓ ꎬ 若

λ ∈Λ ＋ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ∈Ｒ(Ｊ)
＋ ꎬ∃Ｃ ꎬ α ꎬ β ꎬ δ ꎬ ｂ１ꎬ ｂ２ꎬ

φ１ꎬ φ２ꎬ ρ １ ∈Ｒ ꎬ ρ ２ ∈Ｒ(Ｊ) ꎬ ｄ ꎬ θ １ꎬ θ ２ 和局部渐近

锥 Ｋ ꎬ有

(ｉ) λΤ ｆ
ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在 ｙ 处是广义 (Ｃꎬαꎬρ １ꎬｄ) Ｋꎬθ１ ￣

严格伪凸函数ꎮ
( ｉｉ ) 当 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) 时ꎬ ｈ 在 ｙ 处 是 广 义

(Ｃꎬβꎬρ ２ꎬｄ) Ｋꎬθ２ ￣拟凸函数ꎮ
(ｉｉｉ) α ＝ β １ ＝  ＝ β (Ｊ) ＝ δꎮ
(ｉｖ) ｂ１(ｘꎬｙ) > ０ꎬ ｂ２(ｘꎬｙ) > ０ꎻ 若 ａ≤０ꎬ 则

φ１(ａ) ≤ ０ꎬ 若 ａ ≤ ０ꎬ 则 φ２(ａ) < ０ꎮ

(ｖ) ρ１ｄ２(θ１(ｘꎬｙ)) ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ２ｊｄ
２(θ２ｊ(ｘꎬｙ)) ≥０ꎬ

则
ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎮ

证明　 证明类似定理 ２ꎮ
定理 ４(弱对偶) 　 设 ｘ ∈ Ｘ ꎬ (ｙꎬλꎬσ) ∈ Ｓ ꎬ若
λ ∈Λ ＋ ＋ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ ∈Ｒ(Ｊ)

＋ ꎬ∃Ｃ ꎬ α ꎬ β ꎬ δ ꎬ ｂ１ꎬ ｂ２ꎬ
φ１ꎬ φ２ꎬ ρ １ ∈Ｒ ꎬ ρ ２ ∈Ｒ(Ｊ) ꎬ ｄ ꎬ θ １ꎬ θ ２ 和局部渐近

锥 Ｋ ꎬ有

(ｉ) λΤ ｆ
ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在 ｙ 处是广义 (Ｃꎬαꎬρ １ꎬｄ) Ｋꎬθ１ ￣

弱拟凸函数ꎮ
( ｉｉ ) 对 于 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ ｈ 在 ｙ 处 是 广 义

(Ｃꎬβꎬρ ２ꎬｄ) Ｋꎬθ２ ￣严格伪凸函数ꎮ
(ｉｉｉ) α ＝ β １ ＝  ＝ β (Ｊ) ＝ δꎮ
( ｉｖ) ｂ１(ｘꎬｙ) > ０ꎬ ｂ２(ｘꎬｙ) > ０ꎻ 若 ａ < ０ꎬ 则

φ１(ａ) < ０ꎬ 若 ａ ≤ ０ꎬ 则 φ２(ａ) < ０ꎮ

(ｖ) ρ１ｄ２(θ１(ｘꎬｙ)) ＋∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ２ｊｄ
２(θ２ｊ(ｘꎬｙ)) ≥０ꎬ

则
ｆ(ｘ)
ｇ(ｘ)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎮ

证明　 证明类似定理 ２ꎮ
定理 ５(强对偶) 　 设 ｘ~ 是(ＭＳＩＦＰ)的一个弱有效

解ꎬ 若 λ∈Λ ＋ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ ∈ Ｒ(Ｊ)
＋ ꎬ∃Ｃ ꎬ α ꎬ β ꎬ δ ꎬ

ｂ１ꎬ ｂ２ꎬ φ１ꎬ φ２ꎬ ρ １ ∈Ｒ ꎬ ρ ２ ∈Ｒ(Ｊ) ꎬ ｄ ꎬ θ 和局部渐

近锥 Ｋ ꎬ 有

(ｉ) ｆ
ｇ

在 ｙ 处是广义 (Ｃꎬαꎬρ １ꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎮ

( ｉｉ ) 对 于 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ ｈ 在 ｙ 处 是 广 义

(Ｃꎬβꎬρ ２ꎬｄ) Ｋꎬθ ￣凸函数ꎮ
(ｉｉｉ) 广义 Ｓｌａｔｅｒ 条件成立ꎬ 即 ｘ０ ∈ Ｘ ꎬ 有

ｈ ｊ０(ｘ
０) < ０ꎬ ｊ０ ∈ Ｊ(ｙ) ꎬ 且 σ ｊ０ > ０ꎮ
(ｉｖ) α１ ＝  ＝ α ｐ ＝ β １ ＝  ＝ β (Ｊ) ＝ δ ꎮ
( ｖ) ｂ１(ｘꎬｙ) > ０ꎬ ｂ２(ｘꎬｙ) > ０ꎻ 若 ａ < ０ꎬ 则

φ１(ａ) < ０ꎬ 若 ａ ≤ ０ꎬ 则 φ２(ａ) < ０ꎮ

(ｖｉ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉρ １ｉｄ

２(θ ｉ(ｘ０ꎬｙ)) ＋

∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) ≥ ０ꎮ

(ｖｉｉ) 在 ｘ~ 处 Ｋ￣Ｔ 约束条件成立ꎬ

则 ∃λ
~
∈ Λ ＋ ꎬ 使得 ( ｘ~ꎬλ

~
ꎬσ~ ) 是(ＭＳＩＦＤ)的有效

解ꎬ 且(ＭＳＩＦＰ)与(ＭＳＩＦＤ)的目标函数值相等ꎮ
证明　 因为 ｘ~ 是(ＭＳＩＦＰ)的一个弱有效解ꎬ 并且

在 ｘ~ 处 Ｋ￣Ｔ 约束条件成立ꎬ 则 ∃λ
~
ｉ >０ꎬ ｉ＝１ꎬꎬｐꎬ

及 (σ~ ｊ) ｊ∈Ｊ ∈ Ｒ(Ｊ)
＋ ꎬ 使得

０∈∂Ｋ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ( ｘ
~)

ｇｉ( ｘ
~)

)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋∑

ｊ∈Ｊ
σ~ ｊ∂Ｋｈ ｊ( ｘ

~) ꎬ

σ~ ｊｈ ｊ( ｘ
~) ＝ ０ꎬ ｊ ∈ Ｊ ꎬ (λ

~
ꎬσ~ ) ≥ ０ꎬ

则 ( ｘ~ꎬλ
~
ꎬσ~ ) 是(ＭＳＩＦＤ)的可行解ꎮ

若 ( ｘ~ꎬλ
~
ꎬσ~ ) 不是(ＭＳＩＦＤ)的有效解ꎬ ∃(ｙꎬ

λꎬσ) ∈ Ｓ１ꎬ 使得

ｆ( ｘ~)
ｇ( ｘ~)

≤ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎬ

据定理 １ 有
ｆ( ｘ~)
ｇ( ｘ~)

≤＼ ｆ(ｙ)
ｇ(ｙ)

ꎬ 这与上式矛盾ꎬ 由此

( ｘ~ꎬλ
~
ꎬσ~ ) 是(ＭＳＩＦＤ)的有效解ꎮ
易知 (ＭＳＩＦＰ) 与 (ＭＳＩＦＤ) 有相等的目标函

数值ꎮ
定理 ６(强对偶)　 设 ｘ~ 是(ＭＳＩＦＰ)的一个有效解ꎬ
若 λ∈Λ ＋ ＋ ꎬ (σ ｊ) ｊ∈Ｊ ∈ Ｒ(Ｊ)

＋ ꎬ∃Ｃ ꎬ α ꎬ β ꎬ δ ꎬ ｂ１ꎬ

４
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ｂ２ꎬ φ１ꎬ φ２ꎬ ρ １ ∈ Ｒ ꎬ ρ ２ ∈ Ｒ(Ｊ) ꎬ ｄ ꎬ θ 和局部渐近

锥 Ｋ ꎬ 有

(ｉ) ｆ
ｇ

在 ｙ 处是广义 (Ｃꎬαꎬρ１ꎬｄ)Ｋꎬθ ￣伪凸函数ꎮ

( ｉｉ ) 当 ｊ ∈ Ｊ(ｙ) 时ꎬ ｈ 在 ｙ 处 是 广 义

(Ｃꎬβꎬρ ２ꎬｄ) Ｋꎬθ ￣拟凸函数ꎮ
(ｉｉｉ) α１ ＝  ＝ α ｐ ＝ β １ ＝  ＝ β (Ｊ) ＝ δꎮ
( ｉｖ) ｂ１(ｘꎬｙ) > ０ꎬ ｂ２(ｘꎬｙ) > ０ꎻ 若 ａ < ０ꎬ 则

φ１(ａ) < ０ꎬ 若 ａ ≤ ０ꎬ 则 φ２(ａ) < ０ꎮ

(ｖ) ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λ ｉρ １ｉｄ

２(θ ｉ(ｘ０ꎬｙ)) ＋

∑
ｊ∈Ｊ

σ ｊρ ２ｊｄ
２(θ ｊ(ｘ０ꎬｙ)) ≥ ０ꎮ

(ｖｉ) 在 ｘ~ 处 Ｋ￣Ｔ 约束条件成立ꎬ 即存在 λ
~
∈Ｒｐ

＋ꎬ

σ~ ∈ Ｒ(Ｊ)
＋ ꎬ 使得

０ ∈ ∂Ｋ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
(λ ｉ

ｆｉ( ｘ
~)

ｇｉ( ｘ
~)

)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ∑

ｊ∈Ｊ( ｘ~ )

σ~ ｊ∂Ｋｈ ｊ( ｘ
~) ꎬ

σ~ ｊｈ ｊ( ｘ
~) ＝ ０ꎬ ｊ ∈ Ｊ ꎬ (λ

~
ꎬσ~ ) ≥ ０ꎬ

则 ∃λ
~
∈Λ ＋ ＋ ꎬ 使得 ( ｘ~ꎬλ

~
ꎬσ~ ) 为(ＭＳＩＦＤ)的有效

解ꎬ 且(ＭＳＩＦＰ)与(ＭＳＩＦＤ)有相等的目标函数值ꎮ
证明　 证明类似定理 ５ꎮ

３　 结语
本文在已有文献提出的新广义凸性概念基础

上ꎬ针对包含此类广义凸性的分式规划的对偶问题

进行了探讨ꎬ得到的结果丰富了广义凸性和最优化

的有关理论ꎬ可进一步研究其 Ｗｏｌｆｅ 型对偶性、鞍
点等内容ꎮ
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